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Yorwort.

Die vorliegende Abhandlung soll als Begleitschrift zn den sechs
Modellen zur Theorie der kubischen Raumkurve und ihrer An-
wendung in der physiologischen Optik dienen, die von dem Ver-
fasser gleichzeitig in demselben Verlage veriffentlicht sind, Die kubische
Raumkurve verdient ja eine ganz besondere Berﬁcksichtigung bei der Aus-
wahl der Beispiele, die dem Anfinger die allgemeine Theorie der Raum-
kurven niher bringen sollen; denn sie zeigt die Eigensc
gekrimmten Kurven in tiberaus einfacher Weise und bes
zu iiberblickende Formen, dass jeder, der sie einmal
Miihe sich wieder deutlich vorstellen kann.
ein weitergehendes Interesse wegen ihy
und wegen ihres Auftretens in der
Modelle*) verdanken ilre Entstehung
rates Klein in seinem im W.-S. 1900/
gehaltenen Seminar. Ganz neu ist
Schilling veranlasste Art der
Wihrend bisher Raumkury
flichen von Korpern aus

haften der doppelt
itzt dabei so leicht
gesehen hat, sie ohne
Ausserdem hat sie aber auch
er schinen projektiven Eigenschaften
physiologischen Optik. Diese neuen
der Anregung des Herrn (feheim-
O1 an der Universitit Gottingen ab-
vor allem die von Herrn Professor
Ausfillrung  der ersten vier Modelle.
n nur aus Draht gebogen oder auf den Ober-
Holz, Gips oder anderer undurchsichtiger Masse
aufgezeichnet wurden, sind hier die Cylinder, welche die Kurven tragen,
aus durchsichtigem Celluloid angefertigt und gestatten es daher, in jeder
Stellung des Modells den ganzen Verlauf der Kurve auf dem Cylinder mit
einem Blick zu erkennen. Die Modelle lassen sich infolgedessen gut pro-
Jicieren und kinnen damn auch gyp Erlauterung mancher Eigenschaften

der ebenen Kurven dienen, wie z. B. zuy Veranschaulichung des Uberganges

vom eigentlichen Doppelpunkt zum Riickkehrpunkt und zum isolierten

*) Bisher gab es nur die klein
nung und ihrer Cylinder, welche 1880 gleichtallg auf
Geheimrat Klein durch Herrn Ernst Lang
Chemnitz, in demselben Verlage als Serie VI, Nr. 6abed verdffentlicht sind. Aus
derselben Zeit stammt ein von Herrn Klein angeregtes und von Heprrn Lange

ausgefﬁ.hrtes Fadenmodell der Tangentenfliche dey kubischen Ellipse welches sich
im Besitze des math, Instituts der techn. Hochschule zu Miinchen bhefindet

en Gipsmodelle der Raumkurven dritter Ord-

Verunlas:sung von Herrn
e, jebZt Direktor der Realschule in
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Doppelpunkt. Die Modelle 1—4 stellen die vier Typen dar, die man
bei der kubischen Raumkurve je nach ihrem Verhalten zur unendlich fernen
Ebene unterscheidet, nimlich: die kubische Ellipse, die kubische
Hyperbel, die kubische parabolische Hyperbel und die kubische
Parabel; (siehe Seite 18 der Abhandlung.) Modell 5 zeigt die ab-
wickelbare Fliéiche der Tangenten der kubischen Ellipse; (siehe
Seite 19).

Das Modell 6 endlich dient zur Veranschaulichung der Bedeutung
der kubischen Raumkurve in der physiologischen Optik. Blickt man mit
beiden Augen nach einem Punkte im Raume hin, so vereinigen sich die
auf den beiden Netzhiuten entworfenen Bilder dieses Punktes zu einer
einzigen Empfindung; man sieht den Punkt einfach. Von den iibrigen
Punkten des Raumes werden bei dieser bestimmten Augenstellung nur ge-
wisse Punkte einfach gesehen, die anderen aber doppelt, eine Thatsache,
deren wir uns allerdings fir gewthnlich nicht bewusst werden. Den Ort
der Dbei einer bestimmten Augenstellung einfach gesehenen Punkte des
Raumes nun nennt man den zu dieser Augenstellung gehirigen Horopter;
derselbe ist eine kubische Raumkurve und im Modell 6 dargestellt; (siehe
Seite 32 und 33).

Obwohl also die Theorie des Horopters als eine physiologische An-
wendung der projektiven Geometrie hesonderes Interesse verdient, ist sie
meines Wissens bisher noch nicht soweit gefiihrt worden, dass man Gestalt
und Lage des Horopters fiir jede Augenstellung angeben kann. Dies ge-
schieht nun im zweiten Teil dieser Abhandlung unter Annahme der ver-
einfachenden Hypotlese, dass in der (auf Seite 20 definierten) Grundstellung
der Augen immer je zwei parallele Sehstrahlen auf korrespondierende Netz-
hautstellen treffen. Unsere Hypothese gestattet eine einfache mathematische
Behandlung der Horoptertheorie und fiihrt zu einer guten Annéherung an
die Wirklichkeit dann, wenn der fixierte Raumpunkt nicht zu fern liegt.
Da einige Kenntnis der Theorie der kubischen Raumkurve vorausgesetzt
werden muss und auch eine Erlduterung der Modelle 1—5 nicht iiberfliissig
zu sein scheint, ist im ersten Teil der Abhandlung ein kurzer Uberblick
iiber die grundlegenden projektiven Eigenschaften der kubischen Raum-
kurve gegeben. Natiirlich kann darin nur das Notwendigste enthalten sein,
und selbst dies nur in knapper Form, weshalb auch einige Sétze (besonders
Umkehrungen) ohne Beweis angefiibrt worden sind. Die mathematischen
Entwickelungen habe ich so einfach zu gestalten gesucht, als es die For-
derung der Strenge zulésst.

Die physiologischen Grundlagen der Horoptertheorie sind aus dem
Handbuch der physiologischen Optik von H. v. Helmholtz (Zweite
Auflage, Hamburg und Leipzig 1896, § 27 und § 31) entnommen; daselbst
findet man auch ausfiihrliche Angaben iiber Geschichte (Seite 913 ff.) und




Litteratur (Seite 1295 f.) der Horoptertheorie.
Arbeiten sind mir zwei bekannt geworden :

Fr. Schur, Uber die Horopterkurve. (Sitzungsberichte der Dorpater
Naturforschergesellschaft., 2. Nov. 1889.)

Fred. Schuh, Die Horopterkurve. (Zeitschrift fiir Mathematik und

Physik, Band 47, 1902.)

Die letztere Arbeit, die am 27. Juni
nicht mehr benutzep kdnnen.

Von dort nicht erwihnten

1902 erschienen ist, habe ich




1. Die kubische Raumkurve.
§ 1. Projektive Ebenenbiischel.

Ist im Raume ein ryz-Koordinatensystem gegeben, und setzen wir
abkiirzungshalber
ax +ayy + a32+a4EA(J’,y,z), bz + by + bz + 0, =B(z,y,2)
W s. w., so stellen die Gleichungen

A(z,y,2) =0, B(zx,y,2)=0

zwei Ebenen 4 und B dar und die Gleichung
(1.) 2. Az, y,2)+ 4. Bz, y.2) =0
eine dritte, die durch die Schnittlinie y der ersten beiden geht; diese dritte
Ebene dreht sich um ¢, wenn wir die ,Parameter® z, /. veriandern, und
zwar entspricht jedem Wert des Verhéltnisses =« : /4 eine bestimmte KEbene
aus g, die wir passend mit dem Symbol («: /) bezeichnen konnen. Es ldsst
sich zeigen, dass wir auf diese Weise zu allen Ebenen des Kbenen-
biischels (g) kommen; daler ist die Gleichung (1) mit den beiden
Parametern z /4 die Gleichung des Ebenenbiischels (g); insbe-
sondere liefert sie 4 fir z=1, 2=0 und B fir z =10, 4= 1. Ganz
ebenso ist ein zweiter Ebenenbiischel (¢) durch die Gleichung
(2)) M.O(Q‘,y,Z)—}-V.D(‘R’,y,:)zO
gegeben; jedoch sind weder A und B noch € und D ausgezeichnet unter
den Ebenen dieser Biischel, sondern wir kinnen z. B. C und D durch irgend
swei andere Ebenen A‘, B' aus (y’) ersetzen, deren Gleichungen lauten:

A (zyy,z2)=p . Oz, 4,2) + 7y - D(z,y,2) =0
und
B (z,y,2) =y - C(2,,2) + V2. D (r,y,2)=0;
dann ist (¢*) ausgedriickt durch die (leichung ;
(2a.) 2 A (x,y,2) + &' B (2, 4,2) = 0,
und die neuen Parameter z‘, i’ hdngen mit den alten w und », 80 zu-

sammen, dass
o A= (g — V) (— vy o+ V).

Die Ebenenbiischel (¢) und (g) heissen nun pT ojektiv auf einander be-
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zogen, wenn jeder Ibene (x:4) des ersten diejenige Ebene (u:») des
zZweiten zugeordnet wird, die durch die Gleichungen
(3.) {L:V—-:(az—i-ﬁ).):(;fz + d4)
bestimmt ist; umgekehrt entspricht dann jeder Ebepe

Biischels wieder eine und nur eine Kl
jenige fiir

(w:v) des zweiten
bene (#:4) des ersten, némlich die-

z:l:(du-ﬁl’):(ﬁy‘uj«;— @),
vorausgesetzt, dass «d—py =0 ist. Insbesondere sind den Ebenen A
und B in (¢°) zwei Ebenen A/ und B’ mit den Gleichungen
A'(:r,y,z);‘:;cc. O(f:ys z) + }’.D(Z,y,Z) = 0,
B (z,y,2)=§. Uz, y,2) + 0. D (e, Y, 2) =0
zugeordnet, und mit ihrer Hilfe kénnen wir die Gleichung von (¢9') auf die
Form (2a) bringen, wobei
2 h = (0pu—pfy) =7 e+ ar)
ist, hierdurch geht die Gleichung (3.) iiber in
# A =
Zwei projektive Ebenenbiischel (¢) ung (9") lassen sich
demnach immer durech zwel Gleichungen
4) jz.A(r,y,z)—{—l.B(x,y,z)=0,
: lx.A‘(z,y,z)+),..B‘(z,y,z)=0
ausdriicken, so dass einander je zw

ei Ebenen mit demselben
Wert von #:4 entsprechen.*)

Jedes Paar entsprechender Ebenen

jeden Punkt derselben gelten gleichzeitig die Gleichungen (4.) und folglich
die durch Elimination von » und 4 aus ihnen folgende

(6) un (@ y,2) =4 (z,9,2). Bz,y,2) — B (¢
welche eine Fliche IT. Grades 42 darstellt, Wir Srhalten 85 olifuch
unendlich viele Geraden I, die samtlich ayf yno liegen; ihre
Gesamtheit heisst eine Regelschar upg Bk ik g bbezeichnet-
Ebenso erzeugen die projektiven Ebenenbiische]

(#:2) hat eine Schnittlinje ; fiir

,Z).Al(x’y,z)=05

der beiden Biischel, die
‘ ‘ Ebenen

ten Faktop aare entsprechender

es Paar entsprechengey e bestimmt, und dazu geniigh

Ebeney, T 80 st die Projektivitit ein-

gemeinsam hat., Singd die konstan
ein drittes gegeben
deutig festgelegt.
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(1. A2, y,2) +v. A (2,y,2) =0,
| «.B (2, 9,2) +v.B' (z,9,2) =0,
deren Axen zu -f gehoren, eine Regelschar [, die gleichfalls auf
@2 liegt und die ¢ und g* enthilt. Ein Punkt von @2 bestimmt, wenn
man seine Koordinaten in (4.) und (4a.) einsetzt, einen Wert z:/Z und
einen Wert w:» und somit je eine Gerade aus - und 7, die durch ihn
gehen. Wir sehen hieraus: Durch jeden Punkt von &2 geht aus
jeder der beiden darauf liegenden Regelscharen eine und
nur eine Gerade; jede Gerade einer Regelschar ist gegen alle
librigen derselben windschief und schneidet alle Geraden der
anderen Regelschar. Zwei solche Regelscharen heissen verbundene
Regelscharen ; ihre Triigerfliche #? ist ein einschaliges H yperboloid
oder in besonderem Falle ein hyperbolisches Paraboloid. Es gilt
der Satz, dass jede Regelschar erzeugt gedacht werden kann durch zwei
In passender Weise projektiv gemachte Ebenenbiischel, deren Axen irgend
zwei Geraden der verbundenen Regelschar sind.

(+a.)

Wir haben hierbei stillschweigend vorausgesetzt, dass die Axen ¢ und
g' der erzeugenden Ebenenbiischel windschief sind; schneiden sie sich aber,
so gehort die Ebene (¢ ¢‘) zu beiden Biischeln. Rechnen wir sie als B zum
ersten, so entspricht ihr B’ im zweiten, rechnen wir sie als 4’ zum zweiten,
so entspricht ir 4 im ersten, und es ist B(a, y,2) =~ A'(r,y,2). Die beiden
Gleichungenpaare (4.) und (4 a.) sind also nur eins, und folglich fallen die bei-
den Regelscharen .7 und /" in eine zusammen, der ¢ und ¢ angehéren; die
Geraden derselben laufen alle durch den Schnittpunkt von ¢ und ¢/, weil
durch ihn ja alle Ebenen der beiden Biischel gehen. Wir haben also in diesem
Falle die Kantenschar eines Kegels II. Grades erhalten; man kann
zeigen, dass irgend zwei Geraden aus ihr als Axen zweier projektiven
Ebenenbiischeln genommen werden kinnen, die sie erzeugen. Kin hesonderer
Fall hiervon wiederum ist es, wenn ¢ und g* parallel sind; dann ist das
Erzeugnis ein Kegel mit parallelen Kanten oder, wie man auch sagen
kann, mit unendlich fernem Scheitel: ein Cylinder II. Grades.

§ 2. Die Erzeugung der kubischen Raumkurve durch drei
projektive Ebenenbiischel.

Zu den beiden Ebenenbiischeln (g) und (g*) nehmen wir jetzt noch
einen dritten (g*) hinzu, den wir uns durch eine Gleichung von der Form
(4b.) 2. A"x,y,2) + 4. B (z,94,2) =0
geben konnen; dann erhalten wir in der oben geschilderten Weise durch
(9°) und (g') eine Fliche II. Grades @® mit der Gleichung



(5a) @2(z,y,2)=— A'(2,y,2). B" (z,y,2) — B' (2,4, 2) . A" (2, 9,2) =10
und durch (9) und (¢) eine Fliche II. Grades X2 mit der Gleichung

(5b-) X2 (l'a yi2) = d" (z, ,:) B (.’c,z ,z) — B (x,y,z) . A (.T,y,z) = 0. “

Im allgemeinen Falle, den wir allein ins Auge fassen, werden ({)-,
X2, 42 drei verschiedene allgemeine Fliachen oder Kegel 1I. Grades sein;
jede trigt zwel von unseren Geraden ¢, ¢/, g

und zwar so, dass jede
Gerade immer auf zwei Flichen liegt.

Wir kinnen aber die drej projektiv
zeitig betrachten: dann gehiren aus ihnen
die demselben Wertsystem « :

en Ebenenbiischel auch gleich-
immer drei Ebenen zusammen,

= 1:¢ entsprechen, und schneiden sich In
einem Punkte P, Durch diesen nun gehen die drei Schnittlinien, die sie

Zu je zweien haben wnd die beziehentlich auf @2, X2, 42 Jiggen; mithin ist
P ein allen drei Flichen gemeinsamer Punkt. Auf diese Weise bekonn.nen
Wir einfach unendlich viele Punkte P, deren jeder der Schnittpunkt eines
Tripels entsprechender Ebenen ist und die sdmtlich den drei Flichen @2,
X2, U2 gleichzeitig angehiren; man erkennt umgekehrt auch leicht, dass
Jeder allen drei Flichen gemeinsame Punkt der Schnittpunkt eines Tripels
zugeordneter Ebenen ist; insbesondere zihlen zy ihnen die beiden Schnitﬁ-
punkte von ¢ mit ®?, diejenigen von ¢* mit X2 und dje von g* mit W
Die Koordinaten %1 Y z unserer Punkte P nun bestimmen sich aus den

i 1 Ao ~ 9
Gleichungen (4.) und (4D.) als Funktionen von ¢ — ~ in folgender Form:
z=L0 2B+ pit 4 py

gt B gt g,
3 9 g "o
(6.) Yy=R TPt aitq
nyts 4 n 42 4 n9t -+ n,
e o Vi 0 e Y
%ot - 0482 - iyt 1 Tty ’

wobei die p, ¢, », n sich aus den Koeffizienten der A4 (z, ¥, 2) . 8. W. Zl-
sammensetzen; die Punk )

, deren Parameter-

. | ungen (6.) sind. Setzen wir z, y, z nach (6.) in d1e
Gleichung einer Ehepe ein, 50 ergiebt sich eine kub

ische Gleichung in #

deren Wurzeln, fiir ¢ ip efiilhut, die Schnittpunkte der Ebene mit

der Raumkurve liefern; deshall, heisst eine derartige Kurve eine kubische

iiau_nllkul‘ve_ oder Raumkurye 1rp, (3)1.'dnung.b Die unsrige sei mit £

> : . 1y 5 i ) . . . .

a;dséoelgiiil(f tf;,\.;‘l,l 9\"; ISSSzlEnd:;b 3:; gi.;”" 9" Je zwei von ilwen Punkten liegen;
 D0mit haben wiy gefunden :

; A I
: Schel erzeugen als Ort d€
] ; . % ; =] = : . G
Raumkurye wgle ?lewfl htsprechengey Ebenen eine kubisch
3 1CNe dl% A}\:Qn der lg“sﬂhel 70 Sehne“ hat‘.
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Zwei Flachen II. Grades schneiden sich in einer Raumkurve IV. Ord-
nung ; dieselbe zerfillt, wenn wir zwei von den Flichen @2, X2, 2 nehmen,
in % und eine ihrer Sehnen g, ¢, ¢*. Drei Flichen II. Grades schneiden
sich im allgemeinen in acht getrennten Punkten; es ist also eine Besonder-
heit, dass @2, X2, &2 eine ganze Kurve gemeinsam haben. Nun stellt die
(]leichung
(7.) u. D2 (z,9,2) + 0. X2 (2,y,2) + w , 42 (z,9,2) =0
wieder eine Fliche II. Grades dar, auf der alle gemeinsamen Punkte jener
drei Flichen liegen, und wir erhalten, wenn wir den Verhiltnissen %:v:
alle moglichen Werte geben, doppelt unendlich viele derartige Flichen, einen
»Biindel von Flichen II. Grades“; ein solcher hat im allgemeinen acht
,Grundpunkte*, in unserem Fall aber in E? eine ganze Kurve solcher
Punkte. R? ist also Grundkurve eines besonderen Biindels von
Flichen II. Grades; da die Verhiltnisse #:v:w immer eine Fliche
dieses Biindels bestimmen, soll dieselbe mit dem Symbol (x:wv:2) be-
zeichnet werden.

Wir konnen uns die kubische Raumkurve R® nicht durch die pro-
jektiven Biischel (g), (9°), (9"), sondern unmittelbar durch die Parameter-
darstellung (6.) gegeben denken; nehmen wir dann eine Sehne, so schneidet
jede durch sie gehende Ebene die R® ausser in den beiden Stiitzpunkten
der Sehne, deren Parameter ¢4 und # seien, noch in einem weiteren Punkt
nmit dem Parameterwert ¢; die Gleichung der Ebene lautet daher, als
Determinante geschrieben,

z Y z 1

])0,«13 + Q’Ofl?’ + ?.01/_13 + e n0f13 + 0

Potd oo qotys A moled e moly? 00

| pot® 400 g A e ol oo 2ol - .o
und kann durch geeignete Umrechnung auf die Form

C(z,y,2)+t.D(x,y,2) =0

oebracht werden, wobei sich die Koéfficienten von C(z,y,2) und D(z,y, 2)
aus den p, ¢, 7, » und aus # und 7, zusammensetzen. Verdndern wir ¢,
so dreht sich die Ebene um unsere Sehne; diese ist also die Axe des

Ebenenbiischels

I

#.C(z,9,2) + . D2, y,2) = 0,
und eine Ebene (#:4) aus ihm schneidet die R? ausser in den Stiitz-

: }v - .
punkten der Sehne noch in dem Punkt, fiir welchen ¢ = > ist. Da dies

fiir alle Sehnen gilt, erkennen wir:

Die Ebenenbiischel um die Sehnen einer kubischen Raum-
kurve sind unter einander in der Weise projektiv, dass die zu-
sammengehérigen Ebenen immer durch denselben Punkt der



Kurve gehen. Deshalb kann die kubische Raumkurve erzeugt
gedacht werden durch die projektiven Ebenenbiischel um
irgend drei ihrer Sehnen. Bei der Auswahl derselben ist aber auf
folgendes zu achten: Die Ebenenbiischel wm zwei Sehmen erzeugen eine
Flache IL Grades, die durch die R* geht und somit zum Biindel (7.) ge-
hort; auf derselben liegen, wie wir noch sehen werden, unendlich viele
Sehnen, und unter diesen darf sich die dritte zup Erzengung der R?® aus-
zuwihlende Sehne nicht befinden, da ihr Biischel in diesem Falle mit den
anderen beiden dieselbe Fliche II. Grades erzeugen wiirde.

§ 3. Die Erzeugung der kubischen Raumkurve
durch zwei kollineare Bilindel.

Wir nehmen zwei Leliebige Punkte unserer R und diirfen, da A4,
4', 4" und B, B', B" zwei beliebige Tripel entsprechender Ebenen in
den Biischeln (g), (¢, (9'") sind, ohne Schidigung der Allgemeinheit unserer
Ausfiihrungen die Punkte O und Q withlen, in denen sicl A4, 4, 4" und
B, B', B" schneiden. Hinsichtlich der durch O und der durch Q gehenden
Ebenen, welche die Ebenenbiindel (0) und (Q) bilden, konnen wir ganz
analoge Ausfithrungen machen, wie in § 1 iiber die Ebenenbiischel (¢) und
(#), nédmlich: Der Biindel (0) wird dargestellt durch die Gleichung

§.4(@y,2) + 1. 40@,y,2) + L. 4" (0,y,2) = 0,
in der 4, A', 4 durch drei beliebi
den konnen, die aber nicht durch
Wertsystem fiir die Verhiiltnisse
wir das Symbol (£:9:8) beileg
dessen Gleichung
§. B(z, ¥,2) + 1. B'(z, y, 2) L1, -B“(I; Y,2) =0
lautet. Zwischen (0) und (Q) wird eine Kollineatiop hergestellt durch
Gleichungen zwischen &, 5, £ und &, ', 2, die analog sind den Gleichungen
(8.) zwischen #, 4 und w, » und sich wiederum zy
Bt =Eigig

vereinfachen, wenn die Ebenen A und B, 4' wnd B, 4" ynd B" sich in

der Kollineation entsprechen. Zwej kollineara Ebenenbiindel lassen
sich also stets durch zwei Gleichungen

(8) { §.A(Z'; y’z) " ﬂ.A’(x,y, z) e -A“(:r)y: z) =10,
§.B(z,9,2) + 1. B'(z,y,2) + E. Bz, y,2) =0
ausdriicken, wobei einander immer je zwej Ebenen mit dem-

selben Wertsystem &:4:¢ Zugeordnet sind*),

ge andere Ebenen aus jhm ersetzt wer-

dieselbe Gerade gehen diirfen; jedes
§:7:{ bestimmt eine Ebene aus (0), der
en. Dasselbe gilt vom Kbenenbiindel (Q),

*#) Hierzu ist das Analoge wie zu den Gleichungen (4.) 24 bemerken
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Die Haupteigenschaft der Kollineation ist nun folgende: Nehmen wir
swei Ebenen 4, und A, von (0), deren Symbole (§1:7:: &) und (§2: 722 L)
seien, und die entsprechenden Ebenen By und B, aus (Q), so erkennen wir
sofort, dass jeder Ebene aus (0) mit der Gleichung
(9a.) w. Az, y, )+ v. Aoz, y,2) =
(uEs + ) . Az, . 2) + (une 4 vis) - A, y, 2) + (uls - v0e) . 42, y,2) = 0
vermége der Kollineation in (@) die Ebene entspricht, deren Gleichung
lautet :

(9D.) w. By(z,y.2)+v. Bz, y,2) =

(W& 4 vE) . Ble, y. 2)+ (um + 1) B'(z, y, 2) + (b +v8) . B' (2, y, 2) = 03
(9a.) und (91.) liefern uns also zwei Ebenenbiischel, die so projektiv sind,
dass einander immer zwei Ebenen zugeordnet sind, die bereits vermoge der
Kollineation zusammengehoren; mit anderen Worten, durchldauft in dem
einen Biindel eine Ebene einen Biischel, so heschreibt die ihr
in dem kollinearen Biindel entsprechende Ebene einen dazu
projektiven Biischel. Hierdurch sind die Axen der beiden Ebenen-
biischel einander zugeordnet, so dass wir gleichzeitig eine eindeutige Be-
" ziehung zwischen den durch O und Q gehenden Geraden, den Strahlen der
Strahlenbiindel (0) und (Q), erhalten; in dieser sind den Strahlen, die
in einer Ebene des einen Biindels liegen, die Strahlen in der entsprechen-
den Ebene des anderen Biindels zugeordnet, und es zeigt sich bei néherer
Betrachtung, dass sie ebenfalls den Namen Kollineation verdient, und dass
sich umgekehrt aus ihr in analoger Weise wiederum die Kollineation der
Ebenenbiindel ergiebt. Wir diirfen also iiber beide Beziehungen zusammen-
fassend sagen:

In zwei kollinearen Biindeln ist jedem Strahl des einen
ein Strahl des anderen und jeder Ebene des einen eine Ebene
des anderen zugeordnet; liegt in einem Biindel ein Strahl in
einer Ebene, so gilt dasselbe von den entsprechenden Ele-
menten im anderen Biindel. :

Zwei entsprechende Ebenenbiischel (9a.) und (9b.) nun erzeugen eine
Regelschar; die Tréigerfliche derselben hat die Gleichung

"Al(xf Y, z) . Bg(:t:, Y. z) i Aﬂ(xr Y, z) . Bl(‘cr Y, 2)=10
oder, wenn wir bedenken, dass
Az, g, 2) =6 Az 9, 2) + 70 Az, y,2) + G Az, 9, 2)
w. s. w. ist, und

(10-) "]1;2 = ctf[’2 =Uu, 182 — 50y = v, E11mp — ’lh'§2 =W
setzen,
(11.) u.[AY(z,y,2). B'( 1,2) — B'(z,y,2). 4z 9, 2)]

+ v.[Az,y,2). Bz, y,2) — B"(,%,2) - Az, y, 2)]
+w. [A(.’L‘, Y, 2) . Bl(‘”? Y, &) B(”: Y, z) . A'(z, Y, z)] = 0.

. et oS —— e e e e e e e
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Mit Hilfe der Gleichungen (5.), (5a.), (5D.), (7.) erkennen wir sofort,
dass diese Fliche zu dem Biindel von Flichen II. Grades gehirt, L_lesseni
Grundkurve unsere kubische Raumkurve R? ist; und zwar kinnen wir aul{
diese Weise jede Fliche (u:v: w) desselben erhalten, wenn wir dre.l dEI‘
Grossen &i, 7, i, 52, 72, o beliebig annehmen und die iibrigen d‘rel aus
(10.) bestimmen. So bekommen wir z. B. die Fliche 2 fiir & = I,
m=0=0,&=0, =1, {, =0, von den schon durch die Gleichungen
(4a.) dargestellten projektiven Ebenenbiischeln erzeugt als Tréigerfliche der
Regelschar .

Die Geraden der simtlichen sich so ergebenden Regelscharen sind da-
durch charakterisiert, dass sich in jeder von ihnen zwei in der Kollineation
enander entsprechende Ebenen schneiden ; deshalb giebt es ihrer doppelt
unendlich viele und kann ihre Gesamtheit als ein Erzeugnis der Kolline-
ation zwischen (0) und (@) angesprochen werden. In diesem Strahlen:
System ist jede Gerade eindeutig bestimmt durch dije Werte von §:7:8,
die dem sich in jhr begegnenden Paar entsprechender Ebenen zukommen,
und sei deswegen ebenfalls mit dem Symbol (5:9: {) bezeichnet; ins-
besondere haben die Geraden 9, 9 9", von denen wir ausgingen und die
auch zum System gehoren, die Symbole (1:0:0), (0:1; 0), 0:0:1). — Es
erhebt sich nun sofort die Frage, wann eine Gerade (§:9:L) auf einer be-
stimmten Fliche (x:v:w) liegt: Die letztere wird erzeugt durch die
Ebenenbiischel (9a.) und (9 b.), wemn &, 7; . s. w. den Gleichungen (10.)
geniigen ; folglich miissen die Ebenen (8.), deren Schnittlinie die Gerade
(E:7:0) ist, ein Paar entsprechender Ebenen aps diesen Biischeln sein,

wenn die Gerade auf der Fliche liegen soll. Damn muss es ahep ein Ver-
hiltnis w:v so geben, dass

§:m: (= (u8s + v§s) (uyy + vig) : (u&y + v(y)
ist; das ist aber nur méglich, wenn

it 3550 e
e =

|

oder, nach (10.),

(12.) u§ + vy wl = ()
ist. Dieser Gleichung also, welche die gesuchte Bedingung ist, geniigen
einerseits alle Systemgeraden E:9:0), die auf giner bestimmten Fliche
(v:v:) liegen, und andererseits alle Flichen (w:v:w), die eine be-
stimmte Systemgerade (s : 7:8) enthalten. Igt gje jedoch nicht erfiillt, so
schneidet die Gerade (§:9:8) die Fliche (¥:0:%) in zwej Punkten, deren
Koordinaten gleichzeitie die drej Gleichungen (8.) und (11.) und folglich
auch die aus ihpep abgeleiteten befriedigen miissep - Wir eliminieren
aus (11.) mit Hilfe vop (8.) das erste Ma) A(z,y,2) ung B(z,y,z), das




— 17 —

zweite Mal A‘(z,y.2) wnd B'(r,y.z), das dritte Mal A“(z,y,2) und

B*“(z,y,2) und lassen die von O verschiedenen und von z, %, 2 unabhiingi-
1 1 1 ‘ WRET A
, =, = fort; dann erhalten wir die drei

po &

§ C
Gleichungen (5a.), (5b.), (5.), die gleichzeitig nur fiir Punkte unserer R}
erfiillt sind. Demnach liegen die gesuchten beiden Schnittpunkte auf der
R’. Vorausgesetzt ist dabei, dass keine der Grissen &, 7, C verschwindet;
ist jedoch etwa =0, so konnen wir zwar nur die ersten beiden Elimi-
nationen ausfithren, die uns (5a.) und (5b.) liefern, aber die ganze Gerade
(§:9:0) liegt nach (12.) auf der durch # = 0, v = 0, w = 1 bestimmten
Fliche @2, so dass die Gleichung (5.) fiir ihre sdmtlichen Punkte und
nicht Dbloss fiir die beiden Schnittpunkte erfiillt ist; es gilt daher dasselbe
wie vorher, und wir baben gefunden, dass jede Systemgerade Sehne
der R® ist. Auch die Umkehrung dieses Satzes ist leicht zu beweisen.

Jede Fliche (w:v:w) des Bindels (7.), dessen Grundkurve R°® ist,
triigt also eine Regelschar =, die aus Sehnen der R* besteht. Zwei
Fliichen (u : o, :2;) und (uy: ¢y :ws) haben eine Sehne (§: 7: ) gemeinsam,
welche sich nach (12.) aus den beiden Gleichungen

w & + v+ wil =0, 0S4 vop+ wl =0

bestimmt; folglich gilt fir alle Flichen des Biindels, was wir in § 2 nur
fir @2, X2, 42 nachwiesen, nimlich, dass die vollstiindige Schnittkurve je
sweier von ihnen sich aus K* und einer Sehne zusammensetzt. — Ist eine
Fliiche (u: v :2) allgemein, so liegt auf ihr noch eine zweite Regelschar 7,
und diese besteht aus einfachen Treffgeraden der R?; zwei beliebige Ge-
raden nimlich aus = und 7 schneiden sich, liegen daher in einer Ebene
und bilden zusammen die vollstiindige Schnittkurve dieser Ebene mit der
Iriigerfliiche; somit miissen sich auf sie die drei Schnittpunkte der R* mit
derselben Ebene verteilen, wobei immer einer und nur einer auf die Gerade
aus 7T fillt, da sich auf derjenigen aus = bereits zwei und nur zwei be-
finden. — Ist die Fliche (u:v:w) jedoch ein Kegel, so muss ihr Scheitel
ein Punkt der R3 sein; denn sonst enthielte, da die Kegelkanten Sehnen
sind, eine Ebene durch zwei derselben vier Punkte der R3 was ohne Aus-
artung der Kurve nicht miglich ist. Ein Kegel (v:v:w) besteht daher
aus Sehnen, und zwar, wie unschwer zu erkennen, aus allen Sehnen der
R3, die von einem Punkte der Kurve ausgehen; mit anderen Worten: Die
Sehnen einer kubischen Raumkurve, die von einem Punkte aus-
gehen, bilden einen Kegel II Grades. — Die betrachtete Fliche
(w:v:w) kinnen wir ums immer auch erzeugt denken durch projektive
Ebenenbiischel um zwei Geraden aus I, also um zwei Sehnen der R3, und
sehen, dass dabei jede zwei entsprechenden Ebenen denselben dritten Schnitt-
punkt mit der Kurve haben; somit kommen wir hier auf die projektiven
Ebenenbiischel zuriick, die wir am Ende von § 2 behandelten.

gen Faktoren u& 4+ vy 4+ «(,

2
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Zwel entsprechende Strahlen aus (0) und (Q) treffen sich im al]ge'
meinen nicht, da zwei Gerade im Raum, die sich begegnen sollen, eine
Bedingung erfiillen miissen; schneiden sie sicl aber, so erzeugen die fant-
sprechenden Ebenenbiischel aus (0) und (Q), deren Axen sie sind, einen
der Kegel des Flichenbiindels (7.), so dass der Schnittpunkt als Schel.tel
des Kegels auf B3 liegt. Ist andererseits 7 ein Punkt der Kurve, so sind
die Strahlen OF und QP einander in der Kollineation zugeordnet; denn
nehmen Wir zwei Sehnen s; und s, der RS, die von P ausgehen, so ent-
sprechen in der Kollineation den dieselben mit O vervindenden Kbenen
(Os1) und (Osy) in (Q) die Ebenen (Qs;) und (Qss) und folglich auch der
Schnittlinie OP der ersten beiden Ebenen die Schuittlinie QP der letzten
beiden Ebenen. Also ist 723 der Ort der Schnittpunkte entsprechender
Strahlen aus (0) und (Q). Bedenken wir noch, dass O yyg Q zwei be-
liebige Punkte der R3 waren, so kinnen wir Zusammenfassend sagen:

Die Biindel, deren Scheitel irgend zwei Punkte einer
kubischen Raumkurve sind, kann man 80 kollinear auf einander
beziehen, dass sie die Kurve selbst als Ort der Schnittpunkte
entsprechender Strahlen und ihr Sehnensystem als Gesamtheit
der Schnittlinien entsprechender Ebenen erzeugen,.

Es konnen uns aber als dag Urspriingliche zwej beliebige kollineare
Biindel (0) und (Q) durch die Gleichungen (8.) gegeben sein; dann nehmen
wir die Schnittlinien g, ¢, ¢ von 4 wungq B, 4'und B, 4" wd B,
machen die Ebenenbiischel um sie gemiss den Gleichungen (4.) und (4D.)
projektiv, wiederholen darauf mit unwesentlichen Abéinderungen unseren
bisherigen Gedankengang und finden dje Umkehrung des obigen Satzes:

Zwei kollineare Biinde] erzeugen eine durch ihre Scheijtel
gehende kubische Raumkurve upg ihr Sehnensystem,

Eine Ausnahme jedoch sej erwihnt: Sind die Biinde] (0) und (@)
perspektiv zu derselben Ebene ¢, 4. h. schmeiden sich je zwei entsprechende
Strahlen in einem Punkte (und somit je zwei entsprechende Ebenen in

einer Geraden) von & S0 besteht natiirlich der Ort der Schnittpunkte ent-
sprechender Strahlen aus ¢ und dem gioh

sprechenden Strahl 0Q. — Auch s

folge von Besonderheiten der sie definierenden Gebilde ausarten; es sei in
dieser Hinsicht nur angefiihrt, dass sie ip einen Kegelschnitt und eine
durch einen Punkt desselben gehende Gerage zerfallen kann.

§ 4. Die gestaltlichen Verhiltni
Raumkurve,
Eine Ebene ¢ hat mit der kubischen Raumkurve g3 drei Schnitt-

punkte M, N , £; in ihr liegen somit drei Sehnen s — NP, n=PM,

P = MN. Ferner gehen von M, N, P drei Kegel a2 N 2 p2 ’von Sehnen

886 der kubischen
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der Kurve aus, deren jeder von ¢ in zwei Kanten geschnitten wird: 242 in
2 und p, N2 in p und m, P2 in m und » Es sind nun vier Fille mog-
lich, da M, N, P durch die Wurzeln einer kubischen Gleichung bestimmt
sind und diese entweder eine reelle und zwei konjugiert imaginire Wurzeln
hat oder drei reelle, von denen sich zwei zu einer Doppelwurzel oder die
sich alle drei zu einer dreifachen Wurzel vereinigen konnen.

Im ersten Fall sei etwa M der reelle Punkt; dann ist m eine
Sehne mit konjugiert imagindren Stiitzpunkten, aber selbst reell; denn,
machen wir M und einen anderen reellen Punkt der 2 zu Scheiteln
kollinearer Biindel, durch die R® erzeugt wird, so schueiden sich ¢ und
die ihr im zweiten Biindel zugeordnete Iibene in einer Sehne der Kurve,
die ebenso wie die Ebenen reell ist und nur unsere s sein kann. Von den
Kegeln ist allein 372 reell; aber er hat mit e keine reellen Schnittkanten,
da auch » und p imagindr sind.

Im zweiten Fall sind M, N, P drei reelle und getrennte Punkte,
so dass nichts weiter zu bemerken ist.

Der dritte Fall entsteht aus dem zweiten, wenn wir bei fest-
gehaltener B3 die Ebene & um eine der drei Sehnen drehen, etwa um o,
und zwar so lange, bis 2 in N hineinfillt; dann bleiben ausser = noch
N, P, N? P? fest, wihrend p, die Kantenschar von N? durchlaufend,
schliesslich in die zu N gehorige Tangente der Kurve iibergeht und #,
sich auf P2 bewegend, mit 7 zusammenfillt; nach Vollendung der Drehung
beriihrt daher & den P2 Lings s und hat mit dem Kegel M2=— N2 zwei
reelle Schnittkanten, m = n und p. Es liegen jetzt in & ein Punkt &V und
die in ihm beriihrende Tangente der R? ferner ein weiterer Punkt P der-
selben und die Sehne 7 =NPFP; & berithrt die Kurve in V.

Der vierte Fall ergiebt sich wieder aus dem dritten, wenn wir ¢
so um p drehen, dass P sich dem N unbegrenzt néhert; ausser p bleiben
N und N? fest; dagegen riickt =, die Kantenschar von N? durchlaufend,
immer mehr an p heran, so dass & sich gleichzeitig der zu N gehdrigen
Schmiegungsebene der R3 und der léings p den N? berithrenden Ebene
nihert und schliesslich mit diesen beiden Ebenen, die hiernach identisch
sein miissen, zusammenfillt. Jetzt liegt also in & ein Punkt NN der Kurve
und die zugehorige Tangente p, und & ist Schmiegungsebene der R3 in N
und Berithrungsebene von N2 lings p.

Aus diesen Uberlegungen konnen wir folgendes entnehmen: Unter den
reellen Sehnen der R® sind drei Arten zu unterscheiden, eigentliche
Sehnen mit reellen und getrennten Stiitzpunkten, uneigentliche Sehnen
mit konjugiert imaginiren Stiitzpunkten und (als Ubergang zwischen beiden)
Tangenten. — Die Beriihrungsebene eines Kegels P2 lings einer Kante PN
schneidet den zum zweiten Stiitzpunkt N derselben gehorigen Kegel N2

ausser in PN noch in der Tangente, die R? in N beriihrt. — Sind p die
2*




Tangente und ¢ die Schmiegungsebene der &3 in einem Punkte 2V, so wird
der Kegel N2 von ¢ langs p beriihrt. )

Die behandelten vier Fille kinnen mun auch eintreten, wenn ¢ die
unendlich ferne Ebene ist: es werden dann nur die Kegel zu Cylindern,
die Tangenten der Kurve in ihren unendlich fernen Punkten zu Asymptoten
und die Beriihrungsebenen der Cylinder lings ihrer unendlich fernen Kanten
zu Asymptotenebenen. Bedenken iy aber, dass es drei verschiedene
Typen von Cylindern II. Grades giebt, — den elliptischen Cylinder ohne,
den hyperbolischen Cylinder mit zwei reellen unendlich fernen Kanten und
den parabolischen Cylinder mit einey reellen unendlich fernen Kante, léillg?
deren die unendlich ferne Ebene ihn beriihrt, — so erkennen wir, dass
unsere vier Fille ung gestaltlich ganz verschiedene Typen der kubischen
Raumkurve liefern miissen; diese sind:

1) Die kubische Ellipse mit einem reellen unendlich fernen Pun}(t
und einer reellen Asymptote; mit dieser zusammen liegt sie auf einem ellip-
tischen Cylinder, wie Model] 1 zeigt. _

2) Die kubische Hyperbel mit drei getrennten reellen unendlich
fernen Punkten und drei reellen Asymptoten; sie liegt mit jeder der letzteren
Zusammen auf einem hyperbolischen Cylinder, in dessen Asymptotenebenen
sich jedesmal ihre beiden anderen Asymptoten befinden; die Kurve ist in
Modell 2 auf dem einen dieser drei Cylinder dargestellt, _

3) Die kubische parabolische Hyperbel, welche die unendlich
ferne Ebene in einem reellen Punkt schneidet und ip einem zweiten be-
riihrt; nach dem ersten geht die einzige Asymptote der Kurve, mit der
zusammen sie, wie in Modell 3, auf einem parabolischen Cylinder liegt;
der zweite bestimmt die Richtung der Kanten eines hyperholischen Cylinders,
der unsere Kurve ebenfalls trigt.

4) Die rdumliche kubische Parabel, welche die unendlich ferne
Ebene zur Schmiegungsebene hat; durch sie geht nur eip parabolischer
Cylinder, auf dem sie in Modell 4 dargestellt ist.

Durch jeden Punkt des Raumes der nicht auf der kubischen Raum-
kurve R3 liegt, geht eine und nur eine reelle Sehne, deren Wertsystem
§:9:C sich aus den Gleichungen (8. bestimmt, wenn man in sie fir
¥, z die Koordinaten des Punktes einfiihrt, Betrachtet man daher von
irgend einem Punkte aus die R 50 kimnen vop ihr nur zwei Punkte Si‘{}‘
decken, die Stiitzpunkte der von jenem Punkte ausgehenden Sehne, und si€
hat, wenn dieselben reell sind, einen scheinharen Doppelpunkt. Jenach-

» Yon dem aus eine kubische Raum-
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Doppelpunkt und im zweiten Fall eine solche mit isoliertem Doppel-
punkt. Diese beiden Arten von Punkten des Raumes nun werden von
einander getrennt durch die Fliiche, die durch die Tangenten der kubischen
Raumkurve gebildet wird und von deren Punkten aus gesehen die Kurve
eine scheinbare Spitze hat; die Projektion der kubischen Raumkurve
aus einem solchen Punkte anf eine Ebene ist eine ebene Kurve III. Ordn.
mit Spitze (Rickkehrpunkt). Diese Fliche nun ist im Modell 5 fiir
die im ersten Modell abgebildete kubische Ellipse dargestellt, begrenzt
dureh ihre Schnittkurven mit vier passend gewihlten Ebenen; sie hat die
kubische Ellipse zur Gratkurve und enthdlt ihre Asymptote, die durch
einen weiss-roten Faden angedeutet ist. (Genaueres hieriiber siehe in:
F. Klein, Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geometrie,

Leipzig 1902, Seite 424 Dbis 437.)

I1. Der Horopter.
§ 5. Die physiologischen Grundlagen der Theorie des
Horopters und ihre geometrische Bedeutung.

Blickt man mit beiden Augen nach einem Punkte im Raume hin, so.
vereinigen sich die auf den beiden Netzhiuten entworfenen Bilder dieses
Punktes zu einer einzigen Empfindung; man sieht den Punkt einfach. Von
den iibrigen Punkten des Raumes werden bei dieser Dbestimmten Augen-
stellung nur gewisse Punkte einfach gesehen, die anderen aber doppelt,
eine Thatsache, deren wir uns allerdings fiir gewdhulich nicht bewusst
werden. Den Ort der bei einer bestimmten Augenstellung ein-
fach gesehenen Punkte des Raumes nun nennt man den zu dieser

Augenstellung gehorigen Horopter.
Wenn wir den Horopter mathematisch behandeln und dabei zu an-

schaulichen Ergebnissen kommen wollen, so miissen wir uns mit einer An-
ndherung an die Wirklichkeit begniigen, die wir durch die folgenden Sétze
genau festlegen werden; dabei soll jedem dieser — wie ausdrﬁcklich be-
merkt sei, empirisch gefundenen®) — Sitze seine geometrische Bedeutung:
sofort angefiigt werden.

Satz I: In jedem Auge giebt es einen ,JKernpunkt® von der
Eigenschaft, dass die nach ihm zielenden Licht-
strahlen ungebrochen durch die optischen Medien
des Auges hindurchgehen.

Die Gesamtheit der durch den Kernpunkt gehenden Geraden oder

Strahlen wollen wir das Kernbiindel nennen; jeder Strahl desselben

*) Siehe Helmholtz, a. 2. O.




trifft also die Netzhaut des Auges in einem ganz bestimmten Punkte.,
welcher das Bild eines jeden in dem Strahl gelegenen Raumpunktes auf-
nimmt. Daher werden wir uns das Kernbiindel als mit dem

Auge fest verbunden und mit ihm bewegt denken kinnen.
Satz II: Der Kernpunkt des Auges ist zugleich der Dreh-
punkt desselben. ] .

Er bleibt also bei allen Augendrehungen im Kopfe und somit bel
unbewegtem Kopfe auch im Raume fest. Wir wollen im fol genden
immer voraussetzen, dass der Kopf still, und zwar aufrecht qnd
gerade gehalten wird; dann ist die Medianebene des Kopfes V(il’t_ﬂ‘if‘—J1
und die zu ihr senkrechte Verbindungslinie der Kernpunkte der beiden
Augen horizontal, i

Satz lli: In jedem Auge giebt es eine ausgezeichnete B‘etz-‘

hautstelle, die Mitte der Fovea centralis, auf
welcher der ,Blick- oder Fixationspunkt® ab-
gebildet wird, d. h. der Raumpunkt, auf welchen
wir den Blick richten,

Der diese Stelle treffende Strahl des Kernbiindels, die sogenannte
Blicklinie, ist also insofern ein ausgezeichneter Strahl desselben, _ﬂls
sie immer nach dem jedesmaligen Blickpunkt gerichtet wird und uns l{lél"
durch die Stellung des Auges bei gegebenem Blickpunkt bestimmen hilft:
und zwar handelt es sich dabei immer nur um den einen Halbstrahl der
Blicklinie, nimlich um denjenigen, der durch die Pupille hindurchtritt.
Wir werden daher immer nur diesen einen Halbstrah] der Blick-
linie in Betracht ziehen und zeichnen.

Satz IV: (Das Gesetz von Donders:) Ist die Lage der Blick-

linie in Beziehung zum Kopfe gegeben, so gehort
zu ihr eine ganz bestimmte Stellung des Auges:
die unabhingig ist von dem Wege, auf welchem
die Blicklinie in diese Lage gebracht ist.

» Sondern miissen eine ge-
‘wisse, ihnen von der Natur vorgeschriebene Stellung einnehmen.

Satz Vi (Das Gesetz vop Listing:) Es giebt eine ,Grund-
stellung, in die man jede andere natiirliche
Stellung des Auges durch eine Drehung um die-
jenige Axe liberfiihren kann, welche sowohl auf
der Blicklinie der Grundstellung als auch auf der
Blicklinie der gegebenen Stellung senkrecht steht-
— DieBlicklinie der Grundstellungist zur Median-

ebene des Kopfes parallel und bei aufrechter Kopf-
haltung horizontal.
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Dieses Gesetz gewihrt uns die Moglichkeit, die Stellung des Kern-
biindels bei gegebener Blicklinie aus der bekannten Grundstellung ab-
zuleiten. Es seien in Fig. 1 A der
Kernpunkt, «, f,, fo die Blicklinien der
Grundstellung und zweier anderer Augen-
stellungen, ferner ¢, auf « und fi, ds
auf « und £, senkrecht; wollen wir das
Kernbiindel aus der ersten oder zweiten
Stellung in die Grundstellung bringen,
S0 miissen wir es nach dem obigen Ge-
setz mit «,, beziehentlich d; als Dreh-
axe um den Winkel ¢, = < fi@, be-
ziehentlich ¢, = < fa@ drehen. Um-
gekehrt geht das Auge aus der Grund-
stellung in die beiden Stellungen 1 und
9 iiber durch Drehung um dieselben
Axen, aber mit den Drehungswinkeln
— ¢, und — . Bemerkt sei, dass
d,, d, und iberhaupt alle Drehaxen des Listingschen Gesetzes in der
Ebene & liegen, die in K auf @ senkrecht steht.

Wollen wir nun von der Stellung 1 zur Stellung 2 kommen, so gehen
wir zundchst durch Drehung des Kernbiindels mit o, als Drehaxe und ¢,
als Drehungswinkel von der Stellung 1 in die Grundstellung und aus dieser
durch Drehung mit d, als Drehaxe und — ¢y als Drehungswinkel in die
Stellung 2 iiber. Haben wir dabei den besonderen Fall, dass «, fi, f> In
einer Ibene liegen, so fallen ¢, und d, in den zu dieser Ebene senkrechten
Strahl ¢ hinein; es ist daher die Aufeinanderfolge der beschriebenen beiden
Drehungen nichts anderes als eine — eventuell ihren Drehungssinn wechselnde
— Drehung um &; das heisst aber:

vwei natiirliche Augenstellungen, deren Blicklinien mit
der Blicklinie der Grundstellung in einer Ebene liegen, lassen
sich durech Drehung um den zu dieser Ebene senkrechten Strahl
des Kernbiindels unmittelbar in einander iberfiihren.

Im allgemeinen Fall aber, in dem d; und &, verschiedene Strahlen
sind, miissen wir die beiden oben angegebenen Drehungen genauer betrachten:
Die erste Drehung (mit ¢ als Axe und ¢, als Drehungswinkel) verwandelt
die Halbierungslinie 4, des Winkels < f; @ in den zu derselben i. Bez.
auf ¢ symmetrischen Strahl %, (siehe Fig. 1) und folglich die in A zu 7,
senkrechte Ebene d, in die zu L', senkrechte, also zu d, i. Bez. auf ¢

symmetrische Ebene ¢,; dabei geht jeder Strahl des Kernbiindels, der in

d, liegt, in den zu ihm bez. & symmetrischen Strahl von d', iiber. Es ist

wohl kaum nétig, noch zu erwihnen, dass sich d, und d'y in d, schneiden.

Fig.1.
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— Ersetzen wir in dem soeben Gesagten iiberall den Index 1 durch _2f S0
gilt es genau fiir die Drehung mit o, als Axe und oo als Drehungsmnkerl-
Diese ist aber die Umkehrung unserer zweiten Drehung (mit d, &]i Aj‘?
und — ¢, als Drehungswinkel); bei der letzteren wird also jeder Ptra‘h
des Kernbiindels, der in d'y liegt, in den zu ihm beg. ¢ synnnetrl‘*Ch‘?n
Strahl von d, verwandelt. — Nehmen ir nun die Schnittlinie » von _‘)'
und d, und die Schnittlinje s *) von &' und &%, so sind dieselben zu em-.
ander i. Bez. auf & Symmetrisch; demnach wird durch die erste Drehung 7
in 7 und durch die zweite 5 in 7 {ibergefiihrt. Lassen wir daher die
beiden Drehungen, wie ohen angegeben, auf einander folgen und fasgen nur
die Anfangsstellung 1 und die Endstellung 2 ohne Riicksicht auf die st?hen-a
stellungen auf, so sehen wir, dass der Strahl » an seinem Platze geblieben
ist; mithin kinnen wir uns die zweite Stellung aus der ersten unmittelbalj
durch eine Drehung um hervorgegangen denken. Wir haben also gefunden:

Jede zwei natiirlichen Augenstellungen lassen sichv un-
mittelbar in einander Gberfiithren durch Drehung des Ixel‘llf
biindels um den Schnittstrahl » der Ebenen, welche senkrecht
stehen auf den Halbierungslinien hy und Ay der Winkel zwischel_l
der Blicklinie ¢ der Grundstellung und den Blicklinien f, und f:
der beiden gegebenen Stellungen.

Man erkennt sofort, dass in diesem Satz das Listingsche Gesetz und
der vorhin abgeleitete Satz als Spezialfiille enthalten sind. Ein weiterer
Ort fiir » ist die Ebene, welche lings der Halbierenden des
Winkels < £,.f, auf der Ebene (f, £2) senkrecht steht; denn Ji
und £, miissen mit » gleiche Winkel bilden, da sie durch Drehung um 7
in einander verwandelt werden. Ferner steht s senkrecht auf der
Ebene (% %,): denn es ist by zu 9y, hy zu dy, folglich die Ebene (5, %)
Zu den Ebenen o, und d, und somit auch zu ihrer Schnittlinie » normal.

Satz VI: Die Netzhiiute unserer beiden Augen sind punkt-

weise so auf einander bezogen, dass jeder Stelle
der einen eine und nyur eine Stelle der andern
korrespondiert. Die physiologische Bedeutung
dieser Beziehung ist die, dass ein Raumpunkt nur
dann einfach gesehen wird, wenn seine Bilder in
den beidenAugen aufk01‘1’espondierendeNetzhallf*
stellen fallen. Insbesondere korrespondieren die
Mitten der beiden Foveae centrales mit einander.

Dieser Satz ist der erste, der uns eipe Beziehung zwischen den beiden
Augen des Menschen giebt; durch Ihn ist eine ein-eindeutize Ver-
wandtschaft zwischen den beiden Kernbiindeln hergestellt:

R

") In Fig. 1 ist der Accent bei 7 vergessen worden.
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Jedem Strahl des einen Biindels ist ein ganz bestimmter Strahl des anderen
zugeordnet, und diese Zuordnung bleibt erhalten, wie man auch die Augen
und mit ihnen die Kernbiindel drehen mag; insbesondere entsprechen ein-
ander immer die beiden Blicklinien. Nur diejenigen Raumpunkte werden
bei einer bestimmten Augenstellung einfach gesehen, in denen sich zwel
korrespondierende Strahlen aus den Dbeiden Kernbiindeln schneiden; zu
diesen Punkten gehirt — wie es ja sein muss — der Blickpunkt. Der
Horopter wird somit durch die Verwandtschaft zwischen den
beiden Kernbiindeln erzeugt und enthélt den Blickpunkt.

Satz VII: Wenn beide Augen in der Grundstellung sind, d. h.
wenn wir bei aufrechter, gerader Kopfhaltung
unseren Blick auf denjenigen unendlich fernen
Punkt der Medianebene unseres Kopfes richten,
der im Horizont liegt, so sind je zwei ent-
sprechende Strahlen der Kernbiindel parallel.

Dureh diesen Satz erfahren wir, wie die Verwandtschaft zwischen den

beiden Kernbiindeln beschaffen ist: Verschieben wir die parallel gestellten
Biindel so parallel zu sich selbst, dass ihre Scheitel in einen Punkt zu-
sammenfallen, so decken sich je zwei entsprechende Strahlen. Wie dem-
nach auch die Augenstellung sei, immer stehen die beiden
Kernbiindel zu einander in der Verwandtschaft der Kongruenz;
der zugehorige Horopter ist der Ort der Punkte, in denen sich

je zwei entsprechende Strahlen der beiden kongruenten Kern-

biindel schneiden.

Hiermit ist aber eine eindeutige Beziehung zwischen den lbenen der
Kernbiindel verbunden; zugeordnet sind einander je zwei Ebenen, die zu-
sammenfallen, wenn die Kernbiindel zur Deckung gebracht werden. Kinem
Strahl und einer durch ihn gehenden Ebene des einen Biindels entsprechen
im anderen Biindel ein Strahl und eine Ebene, die wiederum vereinigt
us schon folgt, dass die Kongruenz ein besonderer Kall der

liegen. Hiera
im nichsten Paragraphen werden wir es mit unseren

Kollineation ist;
Mitteln nachweisen.

§ 6. Die geometrischen Eigenschaften des Horopters.

Im folgenden soll, ausser wemn wir es ausdriicklich bemerken, eine
allgemeine Lage des Blickpunktes angenommen werden, in der keine Be-
sonderheiten auftreten, vermige deren der Horopter qusarten kann; die
Ausartungen sollen vielmehr erst am Ende des nichsten Paragraphen be-
handelt werden.

Der Kernpunkt des rechten Auges sei mit A, derjenige des linken
mit K, bezeichnet. Die Blicklinien der Grundstellung und zwar nur die
in Betracht kommenden Halbstrahlen derselben seien @ und a,; sie stehen
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auf der Geraden X, K, senkrecht und sind beide nach vorn gerichtet.
I sei ein beliebiger Punkt im Raume vor ums, und f,, £, seien die Blick-
linien fiir den Fall, dass F Blickpunkt ist, d. L. diejenigen Halbstrahlen,
die von A, und X, aus- wnd dureh 7 hindurchgehen,

Wie wir aus der Grundstellung in die zu betrachtende Augenstellung
ibergehen, ist nach dem Dondersschen Gesetze gleichgiiltie. Wir denken
uns daher, dass wir zunichst denjenigen unendlich fernen Punkt fixieren,
auf den f, hinzeigt, so dass die zugehorigen Blicklinien £, und #*, parallel
und gleichgerichtet sind; die Drehungen der Augen aus der Grundstellung
in diese Stellung geschehen nach dem Listingschen Gesetz um parallele
Axen und sind genay gleich, so dass wiederum ehenso wie in der Grund-
stellung entsprechende Strahlen der beiden Kernbiindel parallel sind. Dann
Ist aber jeder unendlich ferne Punkt und ferner auch jeder Punkt der durch
A und K, gehenden Geraden Schnittpunkt zweier entsprechender Strahlen,
also Horopterpunkt; wir haben somit nebenbei den Satz bewiesen:

Ist der Blickpunkt unendlich fern, so hesteht der Horopter
aus der ganzen unendlich fernen Ebene und der Verbindungs-
geraden der Kernpunkte.

Aus dieser Stellung erst, in der je zwei entsprechende Strahlen
Darallel sind, gehen wir in diejenige mit F als Blickpunkt iiber; dazu
halten wir das erste Kernbiindel fest und drehen das zweite von links
nach rechts (siehe Fig. 2.) mit derjenigen
Drehungsaxe 7,, welche wir gemiiss den
in § 5 im Anschluss an Satz V bewiesenen
Sitzen konstruieren: der Drehungswinkel
¥ erreicht dabei in dep Wirklichkeit nie
die Grisse eines gestreckten Winkels.
Bei der Drehung des zweiten Biindels
ist 7, der einzige reelle Strahl desselben,
der unbewegt, und deshalb auch der
einzige, der seinem entsprechenden Strahl im ersten Biinde] parallel bleibt;
ist der letatere »,, so bilden 7und 7, das einzige reelle Paar von ent-
sprechenden und parallelen Strahlen in unseren Kernbiindeln, Hs ist daher
empfehlenswert, », und », zur Festlegung von Koordinatensystemen in den
beiden Biindeln zu benutzen; wir machen also 7 zur 2,- und Ty ZUI Zy-AXE
und geben beiden den positiven Sinp nach oben gerichtet. Ausgezeichnet
sind ferner die Ebenen (r, J1) wnd (ry ), welche die Blicklinien enthalten
und deshalb einander in der Kongruenz entsprechen; wir machen sie zur
Zi1z- und zur z,z,-Ebene; die in ilmen liegenden zu ri und 7, senkrechten
Strahlen sind ebenfalls einander zugeordnet und werden als - und z,-Axen
genommen, deren positive Halbaxen auf derselben Seite von 7y DEZW. 72
liegen sollen, wie £, bezw. S Auch die zu den Ebenep (rf,) und (rof2)

e
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senkrechten Kernstrahlen sind einander entsprechende; wir wiihlen sie zur
y1- und zur y,-Axe und legen auf sie den positiven Sinn von links nach
rechts gehend. Denken wir uns jetzt die Kernbiindel zur Deckung ge-
bracht, so fallen diese beiden Koordinatensysteme genau zusammen: folg-
lich werden je zwei Ebenen, die dabei sich auf einander legen, also in der
Kongruenz einander entsprechen, in den Koeffizienten ilwer Gleichungen
tibereinstimmen. Somit liefern uns die Gleichungen

(1) [§$1+77?/1+;:IZO

|§2+nm+L2=0
alle Paare entsprechender Ebenen der beiden Kernbiindel, wenn wir den
Verhéltnissen &:4:¢ nach einander alle miglichen Werte heilegen.

Zur weiteren Untersuchung benutzen wir ein zyz - Koordinatensystem,
in das wir die beiden anderen iiberfiilhren: Der Ursprung desselben sei der
Mittelpunkt A7 der Strecke I, K, (siehe Fig. 2), — seine z-Axe von gleicher
Richtung und gleichem positiven Sinn wie die z- und z,-Axe, — seine
z-Axe senkrecht zu der Ebene, in welcher die z-Axe und A K, liegen, und
mit einem nach derjenigen Seite dieser Ibene gerichteten positiven Sinn,
auf welcher sich £ befindet, — endlich die y-Axe in jener Ebene senkrecht
zur z-Axe und mit solchem positiven Sinn, dass auch dieses Koordinaten-
system den beiden friiheren kongruent ist. Dasselbe ldsst sich dann durch
eine Drehung mit festbleibender 2-Axe um einen — im Drehsinn von der
positiven z- zur positiven y-Axe positiv zu rechnenden — Winkel v, bezw.
Yy dem zyy,2-, bezw. ayy,%-System parallel stellen; es ist dabei der oben
angefiihrte Winkel ¢, um den wir das erste Kernbiindel drehen miissen,
wenn es dem zweiten parallel gestellt werden soll, einschliesslich des Vor-
zeichens gegeben durch

‘P = w2 reralflyy
und wir wollen im folgenden durchweg von dem schon erledigten Fall
eines unendiich fernen Blickpunktes, in dem y = 0 ist, absehen.

Da wir nun im zyz-System die Koordinaten von A, mit 0, 5, ¢ und
diejenigen von K, mit 0, — &, — ¢ bezeichnen konnen, so lauten die Formeln,
welche zwischen den Koordinaten z,y, z; 2y, y,, 2,; 4,95, 2, eines beliebigen
Raumpunktes bestehen, folgendermassen:

2y =& cos Y + (y — &) sin y,,
(2. yy = —zsin Yy + (y — ) cos y,

y =z—0C,

7y = 2 C0S Yy + (y + D) sin v,
(3.) Yo = — &SI Yy + (y + &) cos Yy,

\ 2y =2 +¢.

- S— - E -
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In diesem Koordinatensystem haben somit die Gleichungen je zwelel
in der Kongruenz der Kernbiindel einander zugeordneten Ebenen die Form:

§.[zcos yy + (y—b)sinyy | + 5. [—asiny, + (y —b) cos )
‘ +(:.[3—(1:|:0’ 4
§. [z cos Yy + (y -+ &) sin ] + 7. [— 2 sin y, + (y + ) cos Y]
+.[z+c]=0.
Hieraus erkennen wir sofort, dass wir es mit einem besonderen Fall der

Kollineation zn thun haben und der Horopter i. A. eine kubische Rau.mkl_ll“fe
ist; er kann auch erzeugt gedacht werden durch die drei projektiven

Ebenenbiischel :

J a) [zeosy, + (y—B8)sin y,]41. [z cos Wyt (y+5) sin yy] = 0,
b)  [—asing,+(y—>b)cos Y] +¢. [—asinp,+ (y+8) cos o] = O

lc) E—c]+t.[z4+¢]=0

und hat daher die Parameterdarstellung:

(4.)

(5.)

2bsinw.¢
24+ 24cosyw + 1
b(1—12)
124+ 2¢cosyy + 1
Bt
- “l‘““—rt7

r = —

(6.)  y

[

="

wobel ¥ = w, — y, ist.

Die projektiven Ebenenbiischel (5a.) und (5b.), deren Axen 7, un_d
ry Zur z-Axe parallel sind, erzeugen einen Cylinder II. Grades, der die
Horopterkurve tréigt; seine Gleichung

(7)) 24 y?—2bzetg Yy — b2 =0

zeigt, dass er ein Rotationseylinder ist. Somit ist die Horopterkurve eine
besondere kubische Ellipse; ihr einziger reeller unendlich ferner Punkt 1'513
derjenige der z-Axe. Die Ausdriicke nun fiir z und y in (6.) folgen allein
aus den Gleichungen (5a.) und (5b.) und liefern deshalb bei unbestimmtem
z fiir jeden Wert von ¢ eine Kante unseres Cylinders, wiihrend die dritte
Gleichung (6.) fiir denselben Wert von 7 das = desjenigen Horopterpunktes
bestimmt, der ausser dem unendlich ferpen Punkte noch auf der Kante

liegt. Dieser Punkt ist i. A. endlich, riickt aber ins Unendliche, wenn
¢t =—1 wird; die zugehirige Kante

(8.) thCtggis y=20

ist also die (einzige) reelle Asymptote der Horopterkurve. — Ferner er-
kennen wir aus (6.), dass je zwei Horopterpunkte, die sich fiir reziproke
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Werte von ¢ (¢=1¢ und ¢ = v~) ergeben, gleiche x, aber entgegengesetzt

/i
gleiche y und entgegengesetzt gleiche = besitzen, also zu einander i. Bez.
auf die z-Axe symmetrisch liegen. Nun steht die z-Axe in I auf K K,
senkrecht und ist somit in der Ebene enthalten, die in M/ zu K, K, normal
ist, d.h. in der Medianebene unseres Kopfes. Wir haben also gefunden:

Der Horopter ist eine kubische Ellipse, die auf einem
Rotationscylinder liegt und eine in der Medianebene des
Kopfes befindliche Symmetrieaxe besitzt.

Aus (8.) sieht man, dass diese Symmetrieaxe die Asymptote der
Kurve schneidet; sie trifft aber aunch die Kurve selbst, ndmliech in dera
sich fiir # = 1 aus (6.) ergebenden Punkte

Y
(9,) :Er-——btg';a y=20, z=20.

Die beiden Kernpunkte bilden auch ein Paar symmetrischer Punkte
des Horopters; dies ist in geometrischer Beziehung das einzige Besondere,
das sich von ihnen aussagen lisst; denn man kann (siehe Schur a. a. 0.)
jede zwei symmetrischen Horopterpunkte zu Scheiteln zweier kongruenter
Biindel machen, welche die vorgelegte Horopterkurve ebenfalls erzeugen.

Die Frage nun, ob die ganze so erhaltene Horopterkurve eine physio-
logische Bedeutung hat, muss mit nein beantwortet werden. Liegt ném-
lich der Blickpunkt rechts oder links, so schiebt sich die undurchsichtige
Hiille des rechten, bezw. linken Augapfels zwischen den Kernpunkt des-
selben und die Punkte des Kurvenstiickes K, K,, so dass dieses Auge —
oanz abgesehen davon, dass jene Punkte ja im Kopf des Menschen ver-
deckt sind — keine Bilder von ihnen erhalten kann; deshalb rechnet man
das Stiick der Horopterkurve zwischen &, und I, oft nicht zum Horopter
und unterscheidet dann zwischen der Horopterkurve, als dem mathematischen
Begriff, und dem Horopter, als dem physiologischen Begriff. i

Dagegen haben die Sehnen der Horopterkurve — natiirlich auch nur
soweit sie im Gesichtsfelde verlaufen — eine physiologische Bedeutung.
Durch jede Sehne nimlich gehen zwei entsprechende Kbenen der Kern-
biindel; nehmen wir in der einen Ebene irgend einen Kernstrahl und in
der anderen den entsprechenden, so begegnen sich dieselben im allgemeinen
nicht, sondern treffen die Schnittgerade der Ebenen in zwei verschiedenen
Punkten; die Bilder dieser beiden Punkte aber fallen auf korrespondierende
Netzhantstellen und werden deshalb zu einer einzigen Empfindung vereinigt,
wofern sie nicht durch irgend ein dusseres Merkmal von einander unter-
schieden sind. Dies geschieht lings der ganzen Geraden, und deshalb
wird jede Sehne der Horopterkurve einfach gesehen, obwohl von
ihren einzelnen Punkten dasselbe i. A. nicht gilt.
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§ 7. Die gestaltlichen Verhéltnisse des Horopters.

Nachdem wir im vorigen Paragraphen die wichtigsten geometrisphell
Eigenschaften der Horopterkurve abgeleitet haben, konnen wir uns jetzt
unserer hauptséchlichen Aufeabe zuwenden, nédmlich der Untersuchung dar-
iiber, welchen Einfluss die verschiedenen moglichen Lagen des Blickpunkt?S
anf die Gestalt und Lage des Horopters haben. Wie bisher nelmen Wit
dabei eine gerade und aufrechte Kopfhaltung an und versehen alles, was
zum rechten Auge gehort, mit dem Index 1 und alles, was zum linken
Auge gehort, mit dem Index 2.

Der Blickpunkt F befindet sich immer vor dem Kopfe, also vor dﬁl'
Frontalebene ¢, die vertikal durch die Kernpunkte X, und K, lduft;
dabei ist, wie wir sogleich sehen werden, von Bedeutung, wie er gegen
diejenige Horizontalebene %, welche durch A, und I, geht, und gegen
die Medianebene p des Kopfes liegt, welche vertikal ist und die Strecke
K K, in M halbiert. Die Blicklinien ¢, und @, der Grundstellung né'm;l*
lich fallen in 4 hinein und sind zu & normal, zu p parallel; somit bilden A,
A, ayy ay, also diejenigen Stiicke, welche neben F dep Horopter bestimmen,
Zusammen eine Figur, die 4 und p zu Symmetrieebenen hat. Hieraus
folgt ohne weiteres: _

Sind zwei Blickpunkte zu einander iy Bezug auf die
Horizontal- oder die Medianebene Symmetrisch gelegen, S0
sind es auch die zu ihnen gehorigen Horopter.

Daher geniigt es, wenn wir den Blickpunkt 7' in einem der vier
Teile annehmen, in die der Halbraum vor & durch 7 und u zerlegt wird.
Es liege also I oberhalb von 7 und rechts von u; dann ist

KEF< KF, < KK F> g K E,F*)
und es liegen die Blicklinien J1 und £, oberhalb yop 7. Zundchst miissen
wir nun die Lage unseres ayz-Koordinatensystems ermitteln: Seine z-Axe
war parallel dem Strahl », aus K&, (siche Fig. 2), um den wir nach dem
Listingschen Gesetz das zweite Kernbiindel aus dey Stellung mit der zu
f1 parallelen Blicklinie J2' in die endgiiltige Stellung mit der Blicklinie /5
drehen mussten ; sie ging ferner durch M, und deshalb werden wir sie un-
mittelbar finden konnen, wenn wir die ganze zur Konstruktion von 73
notige Figur parallel mit sich selbst nach 2 verschieben. Mit anderen
Worten, wir denken uns 27 als dep Kernpunkt eines Auges, dessen Grund-
stellung die mit @, und a, gleichgerichtete Blicklinie hat; von diesem
Auge sind zwei Stellungen gegeben, deren Blicklinien mit J1 und f, gleich-
gerichtet sind. Die erste Stellung kann nach dem Listingschen Gesetz in
die zweite durcl eine Drehung tibergefiihrt werden, deren Drehungsaxe wir 7

*) In dieser Weise bezeichnete Strecken und Winkel werden von uns nur hin-
sichtlich ihrer Grosse, aber nicht ihres Richtungs- oder Drehsinnes betrachtet.
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nnd deren Drehungswinkel wir 1 nennen; dann ist » unsere z-Axe und
y nach Grosse und Drehsinn der in § 6 eingefiihrte Winkel v = ¥ — 1.
— Die Konstruktion von »
wollen wir in Fig. 3 voll- g
ziehen; der Anschaulichkeit
halber bedienen wir uns
dabei der axonometrischen
Darstellung (1:1:1) und
schneiden alle Ebenen und
Strahlen aus M mit der
oberhalb von # befindlichen
Hilfte der um 27 mit dem
Radius MF beschriebenen
Kugel. Diese Halbkugel treffe

die Ebenen & und @ in den
Halbkreisen BGE und AGC;

dabei sei A4 vorn, so dass MA-=a, B links, C hinten, E rechts. Mit
I, und ZF, benennen wir die Durchstosspunkte der zu fi und f5, also zu
K, F und K.F parallelen Blicklinien des in M gedachten Auges.

Wir haben jetzt auf dem Halbkreise, den die Ebene (A [H,) in die
Halbkugel vor & und oberhalb von # einzeichnet, die Punkte B, F, F,
F,, E in der angegebenen, von links nach rechts laufenden Reihenfolge
und wollen noch sehen, wie sich der Punkt H, welcher den Bogen zwischen
F, und F, halbiert, unter sie einordnet: Ist 1~ der Punkt, in welchem die
Halbierende des Winkels < A, FK, die Gerade If I, trifft, so ist

EW: KW= KF:KF

und folglich Rt
KW < K, W,
Also befindet sich 77~ rechts von M und, weil W F und MH parallel sind,
auch F rechts von H. — Ferner ist

& BMF, = < [y K\F, < EMFy = < K IF,

& BMF, > < EMF,

und, da < FMH = < I, MH ist, auch
< BMH > < EMH,;
das heisst aber, dass H rechts von w liegt.

Wir haben also auf einem vor & und oberhalb von 7 ge-
legenen Halbkreise der Reihe nach von links nach rechts die
Punkte B, F, H, F, F5, E; von diesen pefinden sich immer H
und die folgenden Punkte rechts von wu, wahrend F; auf die
rechte oder die linke Seite von w fallen kann. :

somit
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Hieraus schliessen wir nun erstens: Der Durchstosspunkt S des zur
Ebene (£, FK,) senkrechten Strahles M.S ist ein Punkt des Kreisquadranten
CG; somit schneidet die Ebene ( SMH), die lings MH auf der Ebene
(X, I'K,) senkrecht steht, die Halbkugel in einem Halbkreise, dessen ngen
SH rechts von p liegt und den Quadranten £¢ in einem Punkt N trifft-
— Zweitens aber ergiebt sich: Der (in der Figur nur zum Teil gezeichnet_e)
Halbkreis AF,C, in dem die Ebene (AME,) die Halbkugel durchsetzt, ist
rechts von w und oberhalb von n — und folglich der Durchstosspunkt 2y
des zu dieser Ebene senkrechten Strahles M1, auf dem Quadranten BG
zu suchen. Nun steht, wie leicht zn erkennen, die Ebene (D),3LS) 3;‘1f
MF, und die Ebene (DyMN) oder ¢ auf MA senkrecht; also wird die-
Jenige Ebene aus MD,, welche zu der Halbierenden MH, des W%nkels
<L AMF, normal ist, den durch die Buchstaben SD,N charakteriswljtgl_l
Winkel zwischen jenen beiden Ebenen halbieren und den Bogen SN
in dem zwischen § und N befindlichen Punkte R treffen. — Wir wissen
jetzt, dass R hinter & und rechts von w liegen muss. Nun haben wir aber
in § 5 im Anschluss an Satz V gezeigt, dass sowohl die Ebene (SMH)
als auch die Ebene (D,MR) die von uns gesuchte Drehungsaxe » tragen;
somit ist dieselbe mit MR identisch, und wir haben gefunden:

Die Gerade », d. h. unsere z-Axe, lduft von links, vorn,
unten nach rechts, hinten, oben.

Der positive Sinn der z-Axe ging nach oben hin: da nun der Lage
von R wegen

< RME < —;5< < RMB

oder < RME, <525 < < RME,
ist, s0 ist die z-Koordinate von K, positiv und diejenige von K, negativ;
s das heisst aber, dass
c>0
ist. — Die y-Axe ferner
haben wir in der Ebene
(RK K,) so angenom-
men, dass ihr positiver
Halbstrahl nach rechts
zeigt; folglich ist
b > 0.
— Die z-Axe endlich
liegt in w und hat den
positiven Sinn nach
ihr positiver Halbstrahl den

Aunten

Fig #.

vorn; da sie senkrecht zu MR ist, trifft




Quadranten AG. — Diese Lage unseres Koordinatensystems haben wir in
Fig. 4 angedeutet, welche der Fig. 3 genau entspricht.
Wir hatten nun fir die Drehung um die z-Axe den von der posi-
tiven z-Axe zur positiven y-Axe gehenden Drehsinn als den positiven
gewiihlt; derselbe entspricht der Reihenfolge der Punkte B, Fi. H, F,
F,, E. Also hat der Winkel ¥ der Drehung, durch welche das in M
gedachte Auge aus der Stellung mit der Blicklinie MF; in diejenige mit
der Blicklinie MF, iibergefiihrt wird, positiven Sinn:
Y > 0.
en der Konstanten in unseren Formeln be-
(8.), dass von den Schnittpunkten der
Axe der erstere hinter und

Hiermit sind die Vorzeich
stimmt. Wir sehen aus (9.) und

Horopterkurve und ihrer Asymptote mit der z-
der letztere vor & liegh Ferner ist der in (6.) vorkommende Ausdruck

£ 4 9gcosw 4 1 fir alle reellen Werte von ¢ positiv, weil er nur fir
Imaginire Werte von t (—cosy = isinw) verschwindet und fiir ¢t = 0 den
positiven Wert 1 hat: also haben y und z immer gleiches Vorzeichen,

namlich das positive, wenn
—1<t<+1 1

und das negative, wenn
{ < —1 oder > + 1.

Daher wird die Horopterkurve durch ihren
Schnittpunkt (¢ = 1) mit der z-Axe in zwei Ay
Zweige geteilt, von denen der eine oberhalb |
der zy- und rechts von der zz-Ebene, der e
andere aber unterhalb der zy- und links ;
von der az-Ebene liegt; der erste Zweig,
der den rechten Kernpunkt (t=0) enthilt,
niihert sich der in der zz-Ebene befindlichen

Asymptote von rechts, der zweite, der den | . L
linken Kernpunkt (2= °°) triagt, dagegen —
von links, wobei sich der erste nmach oben Fig.5.
und der zweite nach unten ins Unendliche
den Blick-

erstreckt. — Auf welchem der beiden Zweige haben wir nun
Fig. 3 die Ebene (RMH) auf der Ebene

punkt F zu suchen? Weil in
(BHFE) senkrecht steht und F zwischen H und E liegt, ist
4 RMH < S RMF< 4 BME < 12‘—;

also hat F eine positive z-Koordinate und pefindet sich auf dem rechten

Zweig der Horopterkurve, d. h. rechts von der Asymptote.
Jetzt konnen wir die Lage und den Verlauf der Horopterkurve fol-

gendermassen beschreiben: 3
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Liegt der Blickpunkt bei aufrechter und gerader Kopf-
haltung rechts oben, so stelt die Asymptote der Horopter-
kurve vor uns und links vom Blickpunkte; sie ist nach rechts
und hinten (d. h. dem Gesichte zu) geneigt., So ist auch die Stel-
lung des Rotationscylinders, auf dem die Horopterkurve ver-
lauft; sie selbst (siehe Fig. 5) kommt von unten her auf der
linken Seite der Asymptote aus dem Unendlichen, windet sich
nach Art einer rechtsgingigen Schraube um den Cylinder her-
um, wobei sie zuerst dep linken, dann den rechten Kernpunkt
und endlich den Blickpunkt trifft, und niahert sich dann v'on
rechts her wieder dep Asymptote, um an deren rechter Seite
nach oben ins Unendliche zu verschwinden. _

Ubertragen wir dieses Irgebnis nach den Gesetzen der Symmetrie
auf die Lagen des Blickpunktes in dep drei anderen Teilen, in welche der

Raum vor & durch n und w zerfillt, so erhalten wir die in der folgenden
Tabelle Zusammengestellten Krgebnisse :

Dex thk-f- Die Asymptote |

Die Horopterkurve
punkt | |
liegt gegen " liegt vorn | | nihert sich der | s S
die Median- | undi.Bez. [ Asymptote st gewun-  trigt
und die ‘ auf den | f Bery Blickpunkt
Horizontal- | Blick- geneigt |  unten ’ oben ‘
ebene i, punkt | ;‘l i ach Art | auf ihrem
| nach | 1 einer |
e I links | rechts von von rechts- | rechten
re | J 1. o s
I und | links rechts  géngigen Zweig
e T _,_M,Ei_l,l_t?}Lf A bk Schraube | ). Y
| nach " einer |
| . .
' links von von links- linken
links oben rechts i e [ nk_s Ay
... und | rechts | linkg ‘géngigen | Zweig
| Lop Chinten e o J i ' Schraube |
! FLen 0 T B
| nailtl | | einer ; :
: rechts | von | ‘ X - | linken
links unten | rechts | 1 ol he YOO, 1 Techts- 3” i
' und f links | rechts | giingigen | Zweig
|
SR ERALE TR e Schraube |
| nach | einer-
: 4 ke e SR inks- | rechten
rechts unten| links | ! Rl }mk's e
- ' und ’ rechts links | giingigen| Zweig
% -vorn ’ Schraube

Zur Veranschaulichun

dienen; es ist die v

erkleinerte Darstellung eine

g dieser Verhiltnisse soll unser Modell Nr. 6
S wirklichen Falles mit
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rechts oben befindlichem Blickpunkt: Auf einer schwarz gehaltenen Siule
sind zwei Kugeln angebracht, welche die Kernpunkte der Augen bedeuten;
eine dritte Kugel stellt den Blickpunkt und die sie mit den beiden ersten
Kugeln verbindenden Stibe die Blicklinien dar; diese Teile sind aus Kupfer
gearbeitet und rotgelb. Die Horopterkurve ist in Messing (hellgelb), ihre
Asymptote und ihre Symmetrieaxe in Nickel (weiss) ausgefiibrt. Durch
die beiden starken weissen Linien auf dem Fussbrett sind die Lagen der
Medianebene w und der Frontalebene & angegeben und durch den kleinen
schwarzen Ring an der Asymptote die Lage der durch die Kernpunkte
gehenden Horizontalebene 7. Um die Neigung der Asymptote hervorzu-
heben, ist ihre orthogonale Projektion als feine weisse Linie auf dem Fuss-
brett eingezeichnet.

Es sind nun noch die beiden Fille zu betrachten, dass ¥ in 7 oder
in w selbst liegt: lst zmndchst F ein Punkt von 7, so fallen in Fig. 3
MF, und MF, in die Ebene 7 hinein, die auch M4 enthilt; also gilt
der erste in § 5 im Anschluss an Satz V bewiesene Satz, nach dem MR
senkrecht auf 7 steht. Dann ist aber 5 die zy-, u die zz-, ¢ die yz-Ebene
und vor allem K, K, die y-Axe unseres Koordinatensystems; mithin haben
wir ¢ = 0. In (6.) ist deshalb fiir alle Werte von ¢ z =0, ausser fiir
t——1, wo z =2, also unbestimmt wird; folglich stellen die Gleichungen
(6.) keine allgemeine Raumkurve dar, sondern einen Kreis in der zy-Ebene,
dessen Gleichungen (vergl. (7.))

2?4yt —2bzctgy — 62 =10, 2=0
lauten, und die zur zy-Ebene senkrechte Gerade, die durch die Gleichungen
(8.) gegeben ist. Wir haben also gefunden:

Liegt der Blickpunkt in der durch die Kernpunkte gehen-
den Horizontalebene, so besteht die Horopterkurve aus dem
durch diese drei Punkte bestimmten Kreis und aus der verti-
kalen Geraden, welche durch den vorderen Schnittpunkt dieses
Kreises mit der Medianebene lauft.

Der Horopter bleibt in diesem Falle ungeéndert, wenn man den
Blickpunkt lings des Kreises verschiebt.

Liegt ferner F in u, und zwar oberhalb von 7, so fillt in Fig. 3
auch H in p hinein und somit R auf den Bogen G'S; also ist auch jetzt
w unsere zz-Ebene und K, K unsere y-Axe, so dass wiederum ¢ = 0. Die
positive z-Axe aber geht jetzt in @ zwischen F und A hindurch, weshalb
F ein von 0 verschiedenes positives z hat. Wir folgern hieraus:

Befindet sich der Blickpunkt in der Medianebene des
Kopfes, so besteht die Horopterkurve aus einem die Kern-
punkte enthaltenden Kreis und aus einer ihn schneidenden

Geraden: Die Ebene des Kreises geht zwischen dem Blick-
B
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punkt und der Horizontalebene hindurech (und zwar so, dass sie
die Winkel <X« £, und < aq Jo zwischen den Blicklinien der Grundstel-
lung und denen der betrachteten Augenstellung halbiert). Die Gerade
ist die aus dem Blickpunkt auf diese Ebene gefillte Senk-
rechte; sie liegt in der Medianebene und ist nach hinten (d. b
auf das Gesicht zu) geneigt, wenn der Blickpunkt oberhalb, und
nach vorn, wenn er unterhalb der Horizontalebene ist.
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