IX. Reihe: Raumkurven dritter Ordnung.

14 Modelle zusammen f 6co,—
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Eine zugehérige Abhandlung wird nach ihrem Erscheinen den Abnehmern der

Modelle frei zugestellt,

Gruppe A: Die Kurve mit ihren Asymptoten. 4 Drahtmodelle
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Gruppe C: Die Kurve als teilweiser Schmtt von Kegeln (bzw.
Zylindern). 4 Fadenmodelle mit Drahtkurven zusammen .

Nr. 345.
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Riumliche Ellipse: Ellipt. Zylinder und Kegel . . 60,—
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und parabolischer Zylinder ., . . . . . . . 5 60—
Riumliche Parabel: Parabol. Zylinder u. Kegel »y 60,—

Gruppe D: Die beiden dualen Erzeugungen der Kurve (ihre
abwickelbare Flache und ein Schmiegungstetraeder). 2 Faden-
modelle mit Drihten zusammen
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Eingehiillte d. Ebenen, die 2 Kegelschnitte mit
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Die Raumkurven 3. Ordnung stehen als Raumkurven der niedrig-
sten Ordnung den ebenen Kegelschnitten an Wichtigkeit und in mancherlei
Eigenschaften nahe. In drei von den vier Gruppen dieser Reihe werden die
vier Kurvenarten behandelt, die durch das Verhalten gegen das Unendlich-
ferne zu unterscheiden sind: die (kubische riumliche) Ellipse, die Hyperbel,
die hyperbolische Parabel und die Parabel. Wihrend die Gestalt der Kurve
an und fiir sich, wie auch in ihren Projektionen am deutlichsten in Draht-
kurven hervortritt (Gruppe A), die sich im ersten und zweiten Fall an eine
bzw. drei geradlinige Asymptoten, im dritten Fall an eine geradlinige und
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an eine parabolische Asymptote anndhert, geben die in IFadenmodellen dar-
gestellten abwickelbaren Tangentenflichen Aufschlul tber die Lagen der
Tangenten und Schmiegungsebenen (Gruppe B). Aulerdem ist es von Wert,
die Kurve, die ja aus jedem ihrer Punkte durch einen Kegel zweiter Ord-
nung projiziert wird, als Schnitt wenigstens zweier solcher Kegel entstehen
zu sehen (Gruppe C), und als solche sind jeweils die mit unendlich ferner
Spitze, d. h. die projizierenden Zylinder gewahlt, denen im ersten und letzten
Fall ein solcher mit im Endlichen gelegener Spitze hinzuzufigen war,

Dienen diese 12 Modelle im wesentlichen der Darstellung der gestalt- -

lichen Verhiltnisse, so fiilhren die beiden letzten (Gruppe D) in die Theorie
der Raumkurven 3. Ordnung ein. Hier ist die Kurve in der zuletzt er-
wihnten Art als Schnitt zweier Kegel erzeugt, die eine Gerade gemein
haben, und dieser Erzeugung ist die andere dual gegeniibergestellt, nim-
lich durch zwei Kegelschnitte (Drahtellipsen), die eine Tangente gemein
haben, und deren gemeinsam beriihrende Ebenen die Raumkurve einhiillen,
In beiden Modellen ist die Tangentenfliche und das durch die zwei Kegel-
spitzen bzw. die Ebenen der beiden Ellipsen bestimmte Schmiegungs-
tetraeder (aus Draht gefertigt) hinzugefiigt, d.i. ein Tetraeder, von dem
zwei Kurvenpunkte mit ihren Tangenten und Schmiegungsebenen sechs Stiicke
bilden, namlich zwei Ecken, zwei Kanten und zwei Seiten. Dadurch tritt
die Lage jener beiden Kegel bzw. der beiden Ellipsen (die man auch als
Oskulanten der Raumkurve bezeichnet) zu den beiden gewihlten Punkten,
ihren Tangenten und Schmiegungsebenen deutlich hervor, Weiterhin bilden
die beiden Tangenten ein Paar von Gegenkanten des Tetraeders; die Sehne,
die die beiden Punkte verbindet, und die Achse, in der sich die beiden
Schmiegungsebenen schneiden, bilden ein zweites Paar; die beiden letzten
Kanten aber sind ein Spiegelachsenpaar der Raumkurve, d. h. die Achsen
einer windschiefen Spiegelung (einer geschart-perspektiven involutorischen
Kollineation), die die Raumkurve in sich iberfiihrt. Solche Spiegelachsen-
paare zeigen ein vollstandiges Entsprechen mit den als Pol und Polaren
einander zugeordneten Elementen eines ebenen Kegelschnittes, mit denen
sie auch die Mannigfaltigkeit (00?% gemein haben.

In den Gruppen A bis C sind fiir die entsprechenden Modelle iiberein-

stimmende Kurven gewahlt, und zwar solche mit einer und im zweiten Fall

sogar mit drei achsigen Symmetrien, so daB diese Kurve (die Hyperbel)
durch sechs Drehungen einer Doppelpyramidengruppe in sich dbergeht.

Die kubische Hyperbel 138t in diesem speziellen Fall eine besonders ein-

fache Erzeugung zu, die zu einer elementaren Konstruktion auch der
drei iibrigen Gestalten der Raumkurve 3. Ord. hiniberfihrt. Bekanntlich
hat ]. STEINER von derjenigen ebenen Kurve 3. Ord., die als eine gespitzte
Hypozykloide entstehen kann, eine grolie Anzahl wichtiger Eigenschaften
zusammengestellt. Unsere kubische Hyperbel bildet nun in vielen Bezie-
hungen ein riaumliches Gegenstick zu der StEINERschen Kurve, wie man

aus der folgenden Erzeugung dieser Kurve ersieht, die an eine Eigenschaft




Raumkurven. /3,{

der Hypozykloide erinnert: Um die Achse einer Drehregelfiiche (eines ein-
schaligen Drehhyperboloids) drehe sich eine Gerade der einen Schar mit
gleichférmiger Drehgeschwindigkeit und gleichzeitig eine entsprechende Ge-
rade der anderen Schar im entgegengesetzten Sinn mit der doppelten Dreh-
geschwindigkeit, dann schneiden sich je zwei entsprechende Geraden in
den Punkten einer kubischen Hyperbel. Da die Kurve nicht nur von der
dritten Ordnung sondern auch von der dritten Klasse ist, so laBt sie gleich-
zeitig die dual entsprechende Erzeugung zu. Es gehen namlich ihre Schmie-
gungsebenen durch je zwei entsprechende Geraden einer zweiten Drehregel-
fliche, die auf die gleiche Weise aufeinander bezogen sind. Durch affine
Abbildung gelangt man von der Sonderkurve zur allgemeinen kubischen
Hyperbel. e

Diese Konstruktionen weisen iberhaupt auf eine nicht projektive Er-
zeugung der Raumkurven 3. Or1. hin, und in der Tat findet man auch fiir
die drei anderen Gestalten entsprechende Konstruktionen; dabei ergeben
sich dhnliche Unterschiede, wie bei den nicht projektiven Konstruktionen
der ebenen Ellipse, Hyperbel und Parabel aus ihren konjugierten Durch-
messern (s. ,,Abhandlungen* 1. Heft S. 62 ff.).
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