Modelle von Flichen dritter Ordnung,

Von

Dr. Carl Rodenberg,

Professor der Mathematik an der technischen Hochschule zu Darmstadt.

(Zu Serie VII.)

Bei der Eintheilung einer Schaar von Flichen hat man. urspriing-
lich vollige Freiheit iiber die Definition des Artbegriffs, man wird jedoch
so eintheilen, dass eine Trennung der verschiedenen Gruppen mit mog-
lichst wenig Schwierigkeiten verbunden ist und die verschiedenen Species
recht charakteristische Unterschiede in ihrem Aussehen zeigen.

Ein Eintheilungsprincip, welches diese Rigenschaften mit sich fiihrt
und von uns zu Grunde gelegt werden wird, geht hervor, wenn man alle
Flichen zusammenfasst, welche sich durch continuirliche
Deformation ineinander tiberfiithren lassen, ohnedass hier-
bei das Ueberschreiten einer Singularitit oder die Aende-
Tung etwa vorhandener Singularititen durch héhere hin-
durch noth wendig werde. Die Flichen dritter Ordnung wurden in
solcher Weise classifieirt von Herrn Klein ) und dem Verfasser ?); eben fiir
diese Flichen stimmt die S0 gewonnene Eintheilung fast ausnahmslos mit der
Schliflischen %) nach der Realitit der Geraden und dem Auftreten von Singu-
larititen iiberein ; sie ist auch fiir die analytische Behandlung sehr zweck-
miissig, da man meistens bei der Ueberfithrung von zwei Flichen der-
selben Art und desselben Pentaeders ineinander, das letztere und mit
ihm die canonische Form der Gleichnng erhalten, und so durch ein ein-
faches Abzihlen zwischen den Coefficienten die Art feststellen kann.

') »Ueber Flichen dritter Ordnung.« Math. Annalen Bd. VI pag. 551 f.

?) »Zur Classification der Flichen dritter Ordnung«. Math. Annalen Bd. XIV
Pag. 46 f. Die spiiteren Citate beziehen sich, wenn nicht ausdriicklich Anderes ge-
sagt ist, auf diese Arbeit.

%) On the Distribution of Surfaces of the Third Order into Species ete. Philo-
Bophical Transactions, t. 153 (1863) p. 193.
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Besprochene Deformationen schliessen keineswegs aus, dass unter
Umstinden Parthien der Fliiche durch’s Unendliche gezogen werden, und
gwei Modelle einer und derselben Art kisnnen daher in ihrem Aussehen
noch grosse Verschiedenheiten zeigen. Ebenso kommt man bei dem Ent-
stehenlassen VoI Singularititen quf einer Fliche nicht immer mit end-
lichen Deformationen zum 7iel und es ist daher fiir die Anschaulichkeit
des Verfahrens keineswegs gleichgﬂltig, welche Beziehung zum Unend-
lichen die verschiedenen hierzu im Modelle herzustellenden Flichen haben.

Man reicht nun immer mit endlichen Aenderungen aus bei Zugrunde-
legung von Flichen, welche von der unendlich fernen Ebene in cinem
unpaaren Zuge (ohne Oval) getroffen werden; solche wurden daher mo-
dellirt. Ist dann an diesen einmal Klarheit iiber das Verhalten der Fliche
in der Niihe einer Singularitif., und iber das Entstehen derselben aus
niederen, insbesondere conischen Knoten gewonnen worden, so kann man
Unterschiede hinsichtlich des Unendlichfernen leicht mit Hiilfe einex
Gruppe von unter sich collinearen Flichen kennen lernen.  Als besonders
geeignet erwiesen sich hierzi die Flichen mit 4 reellen Knoten, wie sie
durch die fiinf Modelle 2—6 repriisentirt sind.

Aus diesen entsteht dann auch eine Reibe mit weniger und ohne
Knoten unter Anwendung von zwei Prozessen des ,Verbindens (4)* und
4Trennens (—)*, wie sie Herr Klein a. & 0. benutzte; unter deren Amn-
wendung sich die urspriinglich kegelformigen Parthien in der Nihe des
Knotens in solche amwandeln, welehe hezw. dem einschaaligen und zwei-
gchaaligen Hyperboloid vergleichbar sind. Auch im Falle eines imaginiren
Kegels, also ;solirten Knotens, fihren zwei Prozesse auf Arten ohne diese
Singularitit, indem man ihn entweder in ein reelles kleines Ellipsoid odex
in ein imginires itbergehen, d. h. verschwinden lisst.

Die algebraische Durehfithrung des Verfahrens &

Aber gewisse Arten von Flichen mit weniger als 4 Knoten kannp
man sich auf diese Weise nicht herstellen. Herr Klein gewinnt dieselbe,
indem er an einigen Knoten die ., Aenderung durch die biplanare Form
yornimmt*.")

Die Betrachtung golcher Aenderungen kann jedoch umgangen werden,
wenn man — wie wir es thun werden —— ausgeht von giner Fliche des
grossten Zusammenhangs (der denjenigen mit 97 reellen Geraden zukommt)
und sich aus derselben Flichen mit conischen Knoten herstellt. Auch ana-
1ytisch bietet dieser Weg Vortheile, da conische Knoten ohne Einfluss auf
das Pentaeder sind, dasselbe also erhalten bleiben kann, biplanare aber
an iusserst gpecielle Lagen der Ebenen desselben geknilpft sind.

Bei der Erhaltung des Pentaeders tritt nun die eigcut‘hilm‘liehe Er-
scheinung auf, dass nicht alle Flichen derselben Art direet ineinander

qb ich a. - (i
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iibergefiihrt werden konnen, vielmehr bisweilen ein Knoten neu erzeugt
und ein anderer dafiir beseitigt werden muss. Bei den meisten aus dieser
Eigenschaft entspringenden Unterarten wird der Grund hierfiir schon aus
dem Verhalten der Flichen zum Pentaeder allein ersichtlich, bei andern
ist es nothwendig, die Hesse'sche Fliche selbst zu untersuchen. Mit Hiilfe
eines zu beweisenden Satzes iiber die Wirkung, welche die an einem
Knoten der Originalfliiche angebrachten Aenderungen - oder —, auf die
Hesse'sche ausiiben, ist es méglich, ein Bild der Gestalten der letztern
aus zwei Grundformen (Modell 24, u. 25) zu gewinnen und so den Grund
des oben erwiihnten Hindernisses zu erkennen. Hiermit wird dann die Be-
trachtung der Flichen ohne Singularititen oder mit conischen Knoten allein,
zum Abschluss gebracht und darauf die Bildung hoherer begonnen. Auf
den modellirten Flichen findet man neben der zu betrachtenden Singularitiit
noch immer so viel wie mdglich conische Knoten, durch deren verschieden-
artige Auflosung man sich die allgemeinen erzeugen mag.

Den Schluss bilden die Regelflichen.

Die krummen ungefirbten Linien auf den Flichen dritter Ordnung
sind, wo nicht ausdriicklich Anderes gesagt ist, parabolische Curven.

§ 1.

Flichen mit 27 reellen Geraden.!)

Von solchen Flichen gibt es in unserm Sinne nur eine Art. Das
Modell Nr. 1 bringt den Specialfall der Diagonalfliiche von Clebsch zur
Anschauung. Die Geraden derselben zerfallen in zwei Gruppen zu 15
(roth) und 12 (weiss).

Die der ersten bilden die Diagonalen der Vierecke, welche von vier
Ebenen des Pentaeders in der fiinften verzeichnet werden. Ie drei Ge-
raden kreuzen sich demnach in einer Pentaederecke und liegen in der
Verbindungsebene mit jhrer conjugirten Kante einer ,Diagonalebene®
des Pentaeders.

Die Geraden der zweiten Art bilden eine Doppelsechs und sind be-
zeichnet durch:

1, 2, 3, 4, 5, 6,
1( 2( 3/ 4/ 5l 6"

wodurch dann die Bezeichnung der iibrigen durch je zwei dieser Zahlen
hervorgeht. Die Vertheilung auf die Pentaederebenen ist gegeben dureh

das Schema:

) Klein a. a. O. §§. 10 u. 11. Ferner: Zeuthen, Etudes des propriétés de si-
tuation des surfaces cubiques, insbesondere III, 12——23. Math. Annalen Bd. 8 pag. 1.
1%‘
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————

13, 25, 46
14, 26, 35
15, 24, 36
16, 23, 45

12, 34, 56 \

A

und diejenige auf die Diagonalebenen durch:
12, 35, 46
12, 36, 45
13, 24, 56
13, 26, 45
14, 25, 36

14 23, 56 [
: 15, 26, 34

15, 23, 46

16, 24, 3

16, 25, 34

Die Pentaederecken gind Knotenpunkte der Hesse'schen Fliche
and daher Doppelpunkte der parabolischen Curve. Gie sind isolirt ung
iiberhaupt die einzigen reellen Punkte dieser Curve. Die Diagonalfliche
ist sonst tiberall hyperbolisch gekriimmt.

Die eben besprochenen Punkte sind die Asymptotcnpuukte der 15
Geraden erster Art, die andern 12 haben imaginiire Asymptutenpuukle.

Bei allen andern Flichen mit 27 reellen Geraden ist deren Ver-
theilung im Wesentlichen ebenso. Es giebt immer eine Doppelsechs mit
imaginédren Asymptotenpunktcn, wiihrend die tbrigen Linien reelle Asymp-
totenpunkte haben. Aus den 10 isolirten Punkten der parabolischen Curve
sind ebenso viele Ovale geworden, welche Punkte elliptischer Kritmmun g
einschliessen and von den Seiten gsoleher Dreicke berithrt werden, wie
gie die Geraden, welche sich frither in den einzeluen Pentaederecken

hen sich einschliessen. Die Beziehung der Drei-

schnitten, jetzt zwise
ecksebenen A und B zum Pentaeder ist insofern dieselbe
.+ 1iche Deformationemn

geblieben, als man durch contlmnrhch
gie riickwirts nur in Pentaeder- bezw.
iiberfiihren kann, ein Umstand, der gich fir die Classification von
spiter zu petrachtenden Flichen alg wichtig erweisen wird.

oA A




§. 2.

Flichen mit den Maximalzahlen reeller conischer Knotenpunkte.
Unterschiede in Bezug auf das unendlich Ferne,

Unser Modell der Diagonalfiiche zeigt 10 Durchginge *), von denen
aber nur eine Anzahl im Endlichen geschlossen ist. Durch jede solche
Oeffnung erstreckt sich eine Doppelsechs, deren Geraden zur Hilfte reelle,
zur Hilfte imaginire Asymptotenpunkte haben. So gehdrt z. B. der untern
Oeffnung, welche in ihrem Ansehen einem Rotationshyperboloid mit ver-
tikaler Achse gleicht die Doppelsechs:

1, 3, 5, 46, 62, 24,
35, 51, 13, 2, 4/, 6,

oder kurz: s
135

an, wodurch auch die Qeffnung selbst bezeichnet werden mag. Die iibrigen
neun sind dann:
524, 146, 362, 354, 516, 132, 526, 142, 364,

von denen jedoch nur die ersten sechs im Endlichen sich schliessen.

Wie nun die Ausiibung des Processes auf einen Knoten, an dessen
Stelle eine Oeffnung hervorruft, so entstehen umgekehrt durch Zuziehen
einer Reihe von Oeffnungen eben so viele eonische Knoten.

Z. B. entsteht das Modell 2 aus 1 durch Zuziehen von:

135, 524, 146, 362.

Die 24 Geraden dieser 4 Doppelsechse sind die 6 vierfach zihlenden
Verbindungslinien von je zwei Knoten geworden, die iibrigen drei:

12, 34, 56
liegen in einer Ebene A, welche bekanntlich auch jetzt noch Pentaeder-
ebene ist. Nimmt man von den 27 reellen Geraden drei solche fort, so
ist leicht einzusehen, dass die iibrigen 24 sich nur in einer Weise zu 4
Doppelsechsen, denen einzeln Oeffnungen zugeordnet sind, gruppiren
lassen.?)

Nimmt man andererseits 3 Gerade einer Ebene B, z. B.:

14, 36, 52

weg, so erhilt man aus den iibrigen die Doppelsechse:
354, 516, 132, 246,

1) Vergl. Klein a. a. O. pag. 575, Anmerkung; ferner Zeuthen a. a. O.
%) Klein a. a. 0. §. 12,




von denen aber nur die ersten drei Ocfinungen angehoren. Den drei aus
ihnen entstehenden Knoten kann also kein vierter beitreten, wir erhaltem
eine Fliche I' mit 3 Knoten, welehe nicht direct aus derjenigen mit
vieren abgeleitet werden kann.') Sie ist dargestellt durch die Modelle 7 u. 84

Ersteres erscheint von derselben, letzteres von der entgugengesetzten
Seite im Vergleich mit dem Modelle der Diagonalfliiche betrachtet. Modell &

wurde ausgefithrt, um das kegelformige der Parthien in der Nihe dex :

Knoten besser zur Anschauung zu bringen, man erkennt die Uebereim—
stimmung der Art beider, wenn man eines mit seinem Fusse nach oben kehrt
Wie nun jeder der D Pentaederebenen eine Fliche 1 mit 4 Knotex

zugeordnet ist, S0 entspricht jeder der 10 Diagonalebenen cine Mannigr—
faltigkeit der 1'%), deren Dreiecksebenen einfacher Geraden der betreffem—
den Diagonalebene benachbart sind. Bei der letzteren Art kann man ins—
besondere diese Geraden durch eine Ecke gehen lassen, wic es bei demy
modellirten Flichen der Fall ist, und damit die Fliche eindeutig durckh
ihr Pentaeder bestimmen. — Es sei noch bemerkt, dass man zwei Knotexny
einer Fliche beliebig entstehen lassen kann und dann die Wahl hat, o%
man eine I oder I’ mit dreien aus ihr hervorgehen lassen will.3) Nimmt¢
man z. B. die Knoten 146 und 524, so liefert jeder der Knoten 135 ungq
362 eine 1. Aber auch den Knoten 132 kann man bilden und hat jetz¢

eine I, denn die uniren Geraden 15, 34, 26 gehdren einer Ebene B any_
Aus der I mit drei Knoten:
146, 524, 135,

entsteht also die 1, wenn man den Knoten 135 durch 132 ersetzt. Solche
swei besitzen zwei gleiche Ziffern in der Bezeichnung und sind dadurch
charakterisirt. Die heziiglichen Oeffnungen liegen 21 beiden
Qeiten einer Tangentialebene A und ihre Richtungen bil -
den einen rechten Winkel mit einander. Sie mogen einandey
benachbart heissen.

Eine Oeffnung ist stets drei andern benachbart, z. B. 135 den Oef¥-
nungen 132, 354, 5H16. Mit Riicksicht auf das Frithere kann man danmn
sagen: Die Flichen I und I’ mit 3 Knoten gehen incinander
iiber durch Auflosen eines Knotens, aund darauf folgendes
Zusammenziehen einer der nel entstandenen Oeffnung be-
nachbarten. Das Zusammenziehen soloher drei Oeffnungen,
welche einer und derselben vierten benachbart sind, er
giebt stets eine

Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung der Abweichungen in derx
Gestalt, welche in dem verschiedenen Verhalten der Flichen zur unend-
lich fernen Ebene ihren Grund haben.

1) Vergl. iiber die Bezeichnung §.2 pag: 56 und §. 8, auch §.3 des Vorliegenden,

%) §. 7.
%) §.2 pag. b5.
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Da alle Fliichen mit 4 reellen conischen Knoten unter sich collinear
sind, so hat man bei diesen hierzu nur né6thig, die Gegenebene einer
reellen Collineation alle verschiedenen Lagen in Bezug auf eine Fliche,
z. B. der Nr. 2 annehmen zu lassen. Man findet dann den Typus:

Nr.3 wenn die Gegenebene eine convexe Parthie des dem Knotenpunkt-
tetraeder nahe liegenden paaren Sticks der Fliche in einem Oval
schneidet;

Nr.4 und 5, wenn eine Curve mit Oval ausgeschnitten wird, welches drei
Knotenstrahlen treffen und zwar Nr. 4 wenn es ausserhalb, 5 wenn
es innerhalb der convexen Parthie geschieht. Solche Schnitte gehen
hervor, wenn man die Ebene zuniichst durch einen Knoten, etwa
den untern legt, so dass eine Curve mit isolirtem Doppelpunkt er-
scheint, und, wenn man weiter die Ebene bezw. nach unten oder
nach oben etwas verschiebt;

Nr.6 wenn das Oval von 4 Knotenstrahlen getroffen wird, die schneidende
Ebene also die Knoten in zwei Gruppen zu je zweien zerlegt. Um
eine moglichst regelmissige Gestalt zu erzielen, wurde die Ebene
ausserdem durch eine unire Gerade gelegt.

Lost man nun die Knoten durch Verbinden auf, so entspringen aus
3, 4, 5, 6 Flichen, welche von der unendlich fernen Ebene in eine Curve
mit Oval geschnitten werden, so dass dieses bezw. von 0, 12, 12, 16 Ge-
raden getroffen wird. Nimmt man noch den Typus von 1 hinzu, dessen
unendlich ferne Schnittcurve nur aus einem unpaaren Curvenzug be-
steht?!), so hat man die vier Arten, wie sie Herr Klein fand.

1) Zu dieser Art gehort auch die Fliche, welche durch das bekannte Wiener'sche
Modell veranechaulicht wird. Stellt man dasselbe auf diejenige Fliche des begrenzenden
Wiirfels, welche der mit Text versehenen gegeniiberliegt, so ist die Moglichkeit der
Ueberfiihrbarkeit in unsere Diagonalfliiche unter alleiniger Anwendung von endlichen
Deformationen leicht zu bemerken. Zwei der aufwirts strebenden Fliigel sind dann
schon ebenso vielen der Diagonalfiiiche vergleichbar, dasselbe tritt beim dritten ein,
wenn man ihn wesentlich in horizontaler Richtung verflacht. Zur leichteren Orien-
tirung stellen wir die Doppelsechse der Oeffnungen, welche den Knoten einer abzu-
leitenden Fliche mit vier solehen Punkten zukommen, neben einander:

Diagonalfliche. Wiener'sche Fliche.
{ a, A5 A4 Cis ©C34 ©Ca1
BB Css Cez Czs bPg Dby Dby
. { a; Ay 2y Cse Cea ©Cus
* § % Cyy €3y Cra by by Dby
{ ag a4y a5 Cyy Cgg Cgy
419 Ces Cps Caq Dg by by
a, a4 a5 Cgy Cgy Cpo
632. {

Cse Cs1 C1g by by Dby
Einfache Linien bleiben.




Dass die aus 4 und 5 sich ergebenden Flichen sich durch Nichﬁﬁ
unterscheiden, erkennt man ohne Weiteres.
Der Verlauf der Oeffnungen ist bei der aus 3 hervorge-
gangenen Fliche — sagen wir kurz 3 — iibereinstimmend mit dem auf X
Bei 4, 5 nenne man die oberste Oeffuung 135, dann sind die
fibrigen, wie sie aus den 3 in horizontaler Ebene liegenden Knoten derx
Ausgangsflichen entstehen:
526, 364, 142,
und 146, 524, 362

Die einfachen Geraden dieser Flichen sind:

16, 32, 54
und 12, 34, B56.

Die symmetrisch gelegenen Oeffnungen:
516, 354, 132

erstrecken sich jetzt durch’s Unendliche,
es also hier nicht. Aber das Zusammenz
nimlich :

135, 526, 146

liefert eine I’ mit den uniren Geraden:

12, 54, 36.

Nr. 6 zeigt sechs Oeffnungen, vOR denen 4 du
Knoten entstehen. Die beiden andern sind einander benac
gemeinschaftlichen Ebene der (
erhilt man am itbersichtlichsten durch Auflosen d
Schliessen der ihnen bepachbarten endlichen Oecffnung.

Ausser den beiden Typen der -
unpaarer Curvenzug zukommf, giebt €8 2
curve mit Oval begabt
fachen und vier 2fachen,
Geraden getroffen wird. Ritcksichtlich

unnothig.

symmetrische Flichen I’ giebt
iehen der benachbarten von 156

rch Auflosung dey
hbart, mit dey

horizontalen) uniren Geraden. Eine Y-
er oberen Knoten ungq

welchen im Unendlichen eiyn
1so noch andere, deren Schnitt-
ist und dieses entweder von keiner, oder 2 viers
oder von 2 vierfachen und zwei zweifachen
der leichten Entstehungsweise aus

den Flichen mit vier Knoten erscheint jedoch eine wirkliche Ausfithrung

7;

2
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§. 3.

Fliichen mit weniger oder keinem conischen Knoten.

Aus dem Vorhergehenden geht hervor, dass durch ,Verbinden“ die
friher durch einen Knoten gehenden reellen mehrfach zéihlenden Geraden
in andere reelle zerfallen. Kin »Irennen* macht dieselben aber ersicht-
lich imaginir, da die Parthien, welche friiher im Knoten zusammenhingen,
Jetzt durchaus keinen Zusammenhang an jener Stelle aufweisen.

Bringt man nun an einer beliebigen Anzahl von Knoten einen dieser
Prozesse +- und — an, so erhilt man aus der Fliche mit 4 Knoten:

a) 5 Flichen ohne Knoten,
I+ 4+ 4+ + mit 27 reellen Geraden,
1§ B ol o s L | n
i+ == gt .
IV4+——— . 3 " »w ,und 7 reellen Dreiecksebenen,
| i » 3 " %) ” 13 L)

Alle Flichen, mit Ausnahme vop V, bestehen aus einem iiberall

zusammenhiingenden Zuge, wihrend die genannte ausser diesem noch
einen paaren Theil aufweist.

”

b) 4 Flichen mit einem Knoten )

14+ 4+ 4
I+ 4+ —
IE - — —
IV — —

und noch eine Art IV/ mit isolirten Knoten, entstehend durch Zusammen-
ziehen des paaren Stiicks der V unter a). (Vergl. die Einleitung.) Ein
Verschwindenlassen des Knotens fithrt auf eine sechste Art IV' ohne
Knoten, welche aber nur bei Festhaltung des Pentaeders einer directen
Ueberfiihrung in die IV Hindernisse entgegenstellt.

¢) 3 Flichen mit zwei Knoten,
14 +
I+ —
I — —

d) 2 Flichen mit drei Knoten,

I+
I —

Die Fliche I’ kann héchstens unter Anwendung des Trennens zu
den bis jetzt gefundenen Arten neue liefern, da ein Verbinden mit einer
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dann auftretenden Oefinung  gleichzeitig die ihr benachbarte entstchem
lisst. Dadurch geht aber nach & 1 die Moglichkeit der Bildung vom
4 Knoten hervor. Es giebt also die Flichen:

i TR e/ ===0% ohne Knoten,
h) 1I1* — — mit einem Knoten,
¢y I — mit zwei Knoten.

Aber auch diese, mit Zeigern versehenen, Linversen” Arten gind vom
den ibrigen mit derselben Ziffer und gleicher Anzahl Knoten nur ver—
schieden, wenn man auf das Pentaeder achtet. lch war frither der An~
gsicht, dass nur die Arten IV sich in einander iiberfilhren liessen, wihrend
dies in wirklichkeit auch bei den iibrigen der Fall ist, wie bald gezeigt
werden soll.

Ist neben dem (eigentlichen) Pentaeder ein Punkt des Raumes als
Knoten gegeben, 80 ist die Fliche vollkommen bestimmt. In g8 7 gah
ich die Vertheilung der Knoten der verschiedenen Arten, die in Folge
dieser Eigenschaft moglich ist; die Figur 1 auf Tafel 1 stellt das Modely

96 dar, welches fiir ein reelles Pentaeder jene Vertheilung oder — Wie
man sagen kann — Abbildung der Flichen giebt, sofern man den be-

stimmenden Punkt das Bild nennt.

Die polirten Drihte gind Pentaederkanten, die rothen Diagonalem
der durch jene gebildeten Vierecke, die griinen Sehnittlinien der Diagonal-
ebenen unter einander.

Die durch diese Ebenen in Verbindung mit denen des Pentaeders
begrenzten Kammern gipd Bilder verschiedener Arten mit einem Knoten
Den Punkten der Pentaederebenen selbst entsprechen als Flichen drej-
fache Ebenen, sie gind daher auszuschliessen. Homologen Kammern ent.
sprechen gleiche Arten, daher geniigte es, VOR ciner Reihe solcher nuy
eine einzige durch die charakterisirende Ziffer zu bezeichnen. Flichen
mit zwei, drei und vier Knoten bilden sich bez. ab auf die Diagonal-
ebenen, deren Schnittlinien und Schnittpunkte. Man findet die Art als
Uebergang zwischen den beiden mit einem Knoten weniger als die ge-
gebene. So 2. B. enthilt das von zwei griinen und einer rothen Kante
begrenzte Feld zwischen II und I die Bilder von [I mit 2 Knoten; das
von zwei rothen und einer grilnen Kante begrenzte die Bilder von 117,
8o lange das Pentaeder bleibt, ist also die Ueberleitung dieser Flichen
ineinander ersichtlich unmoglich. Das Nimliche gilt fir I und I mit
einem Knoten. Man findet ferner, dass sich die 1 und I’ mit 3 Knoten
bez. auf die schrigen und horizontalen Kanten des Hexaeders 1 abbilden,
Nur die ersteren enthalten aber einen Schnittpunkt dreier Diagonalebenen,
das Bild einer Fliche mit 4 Knoten, den dreien der I’ kann demnach
kein vierter beitreten.

=5
=
=

A

B
=
C

5
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Um nun die Moglichkeit der Ueberleitung der Arten IIY und III
in die ungestrichenen zu zeigen, bemerken wir: Der charakteristische
Unterschied in der Lage der Knoten einer II‘ und einer II besteht darin,
dass man ohne Aenderung der Art einen Knoten der II’ zu derjenigen
Pentaederecke fiihren kann, welche mit ihrer conjugirten Kante seine
Diagonalebene bestimmt, wihrend dies bei der II unméglich ist. Sind
dann die Pentaederebenen bezeichnet durch 1, 2, 3, 4, 5, die Kanten
und Diagonalebenen durch zwei Ziffern, i k, die conjugirten Ecken durch
drei, 1 m n, so entspringt fiir die Ebene 45 eine Vertheilung, wie sie

die nebenstehende Figur angiebt.

. Vereinigen sich die Ebenen 4 und 5 zur Doppelebene, so riicken
In diese auch die Diagonalebenen:

14 15
24 25
34 35

und die Felder I, II, III reduciren sich auf die Gerade 45. In der
Diagonalebene der (auch jetzt noch véllig bestimmten') Schnitt-
linie der Doppelebene liegen also nur Knoten von II.
Werden weiter die bisher vereinigten Ebenen imaginir, so geschieht das-
selbe mit den oben hervorgehobenen Diagonalebenen, diese konnen also
keine Abtheilungen begrenzen: Die Flichen, deren Knoten in
der isolirten Kante eines Pentaeders mit 3 reellen und
zwei conjugirt imaginiren Ebenen liegen, sind als II' zu
bezeichnen, wenn man ausdriicken will, dass nach dem
Riickgange zu einem vollig reellen Pentaeder, unter Er-
haltung der urspringlich reellen Ebenen, ein hinzuge-
fiigter dritter Knoten eine I’ hervorruft,

1) §. 10 pag. 76.
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Lisst man jedoch andererseits ein zweites Paar Ebenen etwa 2 una
3 imaginir werden und das bisher imaginire Paar reell, 80 muss mamy
jetzt die Fliche als II bezeichnen, da nach § D durch einen neu auf-
tretenden Knoten eine II mit dreien entsteht. Damit ist die ldentitiit
der Arten nachgewiesen. Fiir die Uebergangsflichen eines Pentaeders
mit einer Doppelebene und zwei conjugirt imaginiren Ebenen folgt hieraus =
Die Knoten der Il gehdren der Diagonalebene der Kante
der Doppelebene, die der Il' derjenigen der isolirten Kant e
an. Aber fiir ein Pentaeder mit 2 Paaren conjugirter lbenen ist der Unter—
schied vollstindig verschwunden. Je nachdem man das Ebenenpaar, derem
Kante die Diagonalebene der Knoten angehort oder das andere reel}
werden ldsst, erhidlt man I oder II"

Der Fehler in meiner fritheren Arbeit liegt im Satze pag. 7% Leile
von unten, woselbst ich iibersah, dass ein Uebergang 2u zwei reellen
Ebenen auf eine I fiilhren miisse. Die Resultate des §. 13 fir Flichen
mit einer dreifachen Pentaederebene erleiden keine Veriinderung.

Fiir die Arten III und I’ ist keine besondere Betrachtung noth-
wendig, mit den 11 und I sind auch sie entweder zu unterscheiden odey
nicht. —

Alle inversen Arten, wie sie aus der I’ hervorgehen , besitzen drej
einfache Linien mit reellen Asymptﬂfenpunkten, welche einer Dreiecks.
ebene angehoren und diese geht bei der Riickleitung in eine Ebene B
iiber. Hierdurch ist ein Unterschied bei der IV/ gegeniber den Arten I\
and IV’ begriindet. Aber bei der IV sowohl als bei der IV’ erhilt max
eine Ebene A. Den Grund, weshalb man bei der IV/ zunichst eine
Fliche mit isolirtem Knoten zll bilden hat, um nach und pach mehr Liniey
reell werden lassen zu kinnen, werden Wir durch eine Untersuchun g
der Hesse'schen Fliche cinsehen, zu der wir uns jetat wenden.

§. 4.

Ueber eine Eigenschaft der Hesse'schen Fliche.

Ein Knotenpunkt einer algebraischen Fliiche ist auch Knotenpunkt
der Hesse'schen Fliche und zwar ist sein Tangentenkegel bei beiden
Flichen derselbe. Es goll nun der fiir die gestaltliche Untersuchung der
Hesse'schen Fliche wichtige Satz hewiesen werden: Lést man einen
Knoteneiner gegebenen Fliche auf irgend eine der beiden
méglichen Weisen auf, so vollzieht sich gleichzeitig die
Auflosung des mit ihm vereinigt gelegenen Knotens der
Hesse’'schen Fliche, aber auf die entgegengesetzte Weise.

Unter Anwendung homogener Coordinaten der @, , &, ¥, Kanm
man die Gleichung einer Fliche n* Ordnung in der Form:
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P=z2>"4(a, 2"+ 20,2 2, + 2a,,z, z, + 2a,, v, 2, + a,, x," - 2a,, T, Ty
+ 2aﬂ‘ mz x‘i + aﬂs mﬂz + 2aﬂl xs w& + a4‘ x‘z)

- —4 4
+x4n3'f(8){m|yx2}x3)+x4n 'f()(x|,x2,x8)+...ﬁn)(ﬂf"xz,xa)':()
schreiben, in der f* vom " Grade ist.

Ist

80- besitzt die Fliche einen conischen Knoten im Punkte:

.’Bizxn:;rsr_,o_

Nimmt man jedoch die drei ersten jener Coefficienten klein von der
ersten, den letzten klein von der zweiten Ordnung, so ist der Knoten
zwar aufgeldst, aber die Fliche weicht nur wenig von der fritheren ab.
Betrachtet man insbesondere nur die Parthie in der Nihe des Knotens,
nimmt also die 2 klein von der ersten Ordnung, so werden die Glieder
von F' bezw. klein von den Ordnungen 2, 3., .n, d. h. alle sind gegen
das erste zu vernachlissigen; wir konnen uns auf die Untersuchung der
Fliiche:

I (R R S K
2,2 (_l_l_1+_2_.__4ii4_) =g, =0
beschrinken.
Setzt man:
0f 0*f
fi'—al.i ’ fik - ﬁ-‘l’i ‘d‘rk’

50 ist die Art der Fliche zweiter Ordnung f==0 bekanntlich abhingig
vom Vorzeichen der Determinante:

|fu £ Fis Fu |
fﬂl fzz fﬁa ful
i VI © T
-‘;f-u f-ﬂ f43 f“}

und zwar erhilt man fiir:
A >0 ein einschaaliges Hyperboloid oder ein imaginires Ellipsoid,
A <0 ein zweischaaliges Hyperboloid oder ein reelles Ellipsoid.

Die beiden méglichen Flichen bei demselben Vorzeichen von A ent-
sprechen bezw. einem reellen oder imaginiren Tangentenkegel des auf-
gelosten Knotens. Der Indentitiit dieser Kegel bei der Original- und Hesse'-
schen Fliche wegen geniigt es also zum Beweise des aufgestellten Satzes
zu zeigen, dass die Gleichungen beider Flichen von derselben Form, aber die
Determinante der quadratischen Factoren verschiedenen Vorzeichens sind.

i i



ig ist nun:

fi1 fas fss + n—2)f;
4n-10 f“ f‘" fu f" + ("'"“3”',
f18 f'u I.sa f;s + m“"nfa
f @ m—2f frox =21, foo+ =2, fuw"+“3(u—-—;"lx‘f‘-Hu—-'Q](ﬂ

Addirt man die mit 7, Ty, r, multiplicirten ersten drei Reihen zuxe
vierten und fiihrt darauf dasselbe fir Colonnen aus, so wird:

fi»fu fas fas (m—D1,
‘n,oEIIZ' faa [s2 (n—1f,
=y o f2s [ss (n— 1) fs

i3
\(n--l)f, m—1 [, m— 1/, nm-—Nf

\
‘ fll [’H fﬂl fl '
\ fl? fl'l fm f‘l

S n- 1y
=g 0=V, £y f

\f, f H 0]
%fn fﬂl fal ’,:M "T-l |
!‘ 2% fw ’l'r‘
L i An=10 (n__n,!;n ?,, ‘“ f:,.:r, ;&n(n—-l)fA“
g |

L‘zfu‘ﬁ [14%4 [34%4 —2f+f;‘T.
I. A“—gf‘A.“" + "I‘Al‘l]

m—1) A )
an-10f f e
— — (1 — 1).z, (f (11»-—-‘3) Au . 4

I
—
=
|
—
~—
‘_&
s
-
|
=
?
%
-
S
—
‘_H

Die Determinante des Factors von i (py = 1) 2, 18 also:

fiifon f - o |

lfl% fn fs: fn 1i _ 4 n

il 13 fas fss fu; Am—1) &!—— ' ;{:_:;2 y
l\fu fu f:u fu - 2;{;’:6;‘_:’;5)‘

also im Vorzeichen von A verschieden fur alle n>2, w.z. bW

8. 5.

TUeber die Hesse'sche Fliiche einer Fliche dritter Ordnung mit
reellem Pentaeder.

Ist die Gleichung einer Fliche dritter Ordnung bezogen auf ihp
Pentaeder ')

HE 1
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f=a,2°+a 22| a2+ a, ¢+ a, 2,°= 0
xl+x2+xs+x4+z'5=0,
so ist die Gleichnng ihrer Tangentialebene jm Punkte y:
G G Gy Ay ey, e, 6yt = 0,

Die Hesse’sche Fliche ist dann dargestellt durch:

1 1 1 1 1
Tantant

+—— - —p

@Gz, ez, ' a .z,

und ihre Tangentialebene im Punkte durch:
ﬂ(l-l-l 1 I)+&(1+1+1+1)
g \a,z,  az s a, z, + ag z, L \a, 8 @ az

8 a4 Z4 a& ZG

S et R D ):0.

%5\ & @y 2, @y 2y @, 8,

Die (festen) Tangentialebenen an den Pentaederkanten :
GH=g=0

schneiden die Fliche in 10 Kegelschnitten, von denen Jje vier, wie sie
den Kanten einer und derselbep Pentaederebene angehéren, auf einer
Fliiche zweiten Grades liegen. Nimmt man nimlich die zerfallende Fliche
vierter Ordnung, welche durch die vier Ebenen dargestellt wird und die
Hesse'sche als Basisflichen ejnes Biischels, so geht durch einen Theil
ihrer Schnittcurve , nimlich die vier Kanten, doppelt zihlend die ausge-
zeichnete Pentaederebene, der Rest achter Ordnung der Schnittcurve —
die vier Kegelschnitte — liegt also auf einer Fliche zweiter Ordnung.!)
Fir die Ebene z, = 0 als ausgezeichnete ist diese Fliche gegeben durch:

aiﬂxi2+""‘ala’mxlxm=0 lzm-

Je zwei dieser Flichen haben einen der Kegelschnitte gemeinschaft-
lich. —

Wir wenden uns jetzt zur Betrachtung der Fliche:
3
N R R AR

mit den 4 Knoten:

1 1 —1 —2
1 1. —1 1 -2
1 —1 1 1 -2
—1 1 1 1 —2

') Ueber eine andere Eigenthiimlichkeit der Lage der 10 Kegelschnitte vgl.
Eckhardt: Eine Eigenschaft der Hesse'schen Fliche einer Fliche dritter Ordnung.
Zeitschrift fiir Mathematik und Physik XIX 259 ff,
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deren Hesse'sche Fliche:

(R O S

mtatatats™"
ist. Letztere ist durch das Modell 24, veranschaulicht. Die horizontale
Ebene der weissen Geraden ist die ausgezeichnete 2, = 0. Zu dem
ibrigen kann man entweder die Ebenen der rothen oder die der griinem
Geraden wiihlen. Die Gleichberechtigung der verschieden gefirbten ist
unschwer zu erkennen. Kine ‘dieser Ebenen ist x; =0 parallel, drei
Pentacderecken auf einer Kante liegen also unendlich fern, welche An-
nahme zur Erzielung einer symmetrischen Form nothwendig war. Be-
trachtet man das griine Tetraeder als dem Pentaeder angehdrig, 80 sind
die Ecken des rothen Knoten der Fliche dritter Ordnung, und umgekehrt,
Die beiden Flichen, welche hiernach einer und derselben Hesse'schexy
Fliche angehoren?), sind resp. Nr. 2 und 5. Bei beiden sind selbstver-
stindlich die uniren Geraden dieselben: Diagonalen des vollstindigemn

Vierseits in #; = 0.
Nimmt man Nr. 2 als urspriinglich gegebene Fliche f=0, so ist

die Gleichung von Nr. 5:

(, + 2, + 2, — xd)s + (2, + 2, — T + x‘)a + (2, — 2 +4 %4 174)3

]

s R

Als Gleichungen der Tangentialebeuen an den Kanten der beideyp

Tetraeder findet man:

xi+xk:0...i,k=l,2, 3,4
einerlei ob man sie einer der beiden Flichen dritter Odnung oder dey
Hesse’schen angehorig betrachtet.?) Die Kegelschnitte, in welchen letztera
getroffen wird, <ind also in Doppelgeraden ausgeartet. Die eben erwihnten

6 Ebenen bilden ein Hexaeder, in dessen Nihe die Hesse'sche Fliche

. . . 52 (] -
derart verliuft, dass zwel der Diagonalen in einer Seitenebene der Fliche

angehoren. Nr. 94, giebt den 80 begrenzten sternformigen Korper in
vergrossertem Maasstabe filr ein Pentaeder, bestehend aus einem reguliiren
Tetraeder und der unendlich fernen Ebene. Bei dieser Lage wird auch das
Hexaeder regulir. Die 6 Ebenen durch je zwei Tetracderkanten, wie sie
gich in einer Ecke von Iy — (0 schneiden, bestimmen ebenso viel wei-
tere Kegelschuitte, welche durch je vier Tetraederecken gehen. Bei 24
gind diese Kegelschnitte Hyperbeln, welche bei 24, ausserdem gleichseitig

sind.
1) Eckhardt, Beitréige zur analyt. Geometrie des Raumes ete. Math. Ann. V pag. 30,
) Liéngs der Verbindungslinie zwejer Knoten haben eine Fliche dritter Ord-
nung und ihre Hesse'sche stets dieselbe Tangentialebene, pimlich die der beidem
Kuotenkegel, gemeinschaftlich.
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Die sternférmigen Parthien weichen vom Wiirfel nur dadurch ab,
dass die Kanten des letztern durch Hyperbelzweige, die Ebenen durch
schwach hyperbolisch gekriimmte Flichentheile ersetzt sind.
Nur die Tangentialebenen an den Kanten in Z; = 0, nimlich:

Z,
xi_]-f:())

welche jetzt durch den Punkt 1,1, 1, 1,—4 gehen, schneiden noch in
cigentlichen Kegelschnitten, welche der Fliche:

w')
llﬁ—[—xlxg—}-xzxs—l-..mam‘:O

angehdren. Bei 24, ist diese ein Ellipsoid, bei 24, eine Kugel. Die iibrigen
vier dieser Flichen sind Kegel mit je einem der 4 Knoten der Fliche
dritter Ordnung als Spitze. Als Kegelschnitte auf je einem dieser Kegel
finden sich einer der eben bestimmten und die 3 durch den Knoten
gehenden — doppeltzihlenden — Geraden,

Die Hesse'sche Fliche verzeichnet auf der gegebenen die parabolische
Curve, diesc besteht also aus den 6 doppeltzihlenden Tetraederkanten,
welche als Curve zwolfter Ordnung keinen weiteren Zweig zulassen. Ein
Uebergang von Theilen verschiedener Kriimmung zu einander findet daher
nicht beim Passiren der parabolischen Curve, sondern nur beim Passiren
eines Knotens statt: Die Fliche mit vier Knoten ist nur auf
dem paaren Theil elliptisch, sonst iiberall hyperbolisch
gekrimmt, —

Die Gleichung der Fliche I, Nr. 7, ist:

z,° + x5 4
4

x 38
4o+ 2, =0,
ihre 3 Knoten haben Coordinaten:

2 2-—2 1 1
2w i g 1
—birgit iy LY

ihre Hesse'sche Fliche, Nr. 25, ist dargestellt durch:
1 1 1 1 1
G A

Die Ebenen z, und z, sind horizontal, ihre Pentaederkanten sind weiss,
z, &, Z; sind durch die grilnen Pentaederkanten gegeben. Die rothen Ge-
raden sind Verbindungslinien von je zwei Knoten der Fliche dritter Ord-
nung. Letztere Linien ziihlen als parabolische Curve wiederum doppelt, der
Rest von der Ordnung 12 — 6 = 6 besteht aus 7 Ovalen, welche elliptisch
gekriimmte Parthien einschliessen. Von diesen Ovalen ist eing, das obere
7, = 2, = &, =0, zum isolirten Punkte geworden, in welchem sich drei




18

unire Geraden kreuzen. Die iibrigen Ovale werden dureh die drei Seitem—-

theile der Hesse'schen Fliche ausgeschnitten, je zwe berithren eine Ge-
rade der parabolischen Curve. —

Mit Hiilfe des im vorigen Paragraphen bewiesenen Satzes gewinmt
man nun leicht eine Vorstellung des Verlaufs aller iibrigen Hesse'schen
Flichen. Insbesondere ergiebt sich: Die Hesse'sche Fliche eine »
Fliche dritter Ordnung mit 27 reellen Geraden besteh ¢
aus finf Theilen, welche nur in den Pentaederecken Zwa -
gammenhingen, und den Tetraederkammern einzeln dew -
art zugeordnet sind, dass die den letzternm angehirigemn
Strecken der Kanten auf den einzelnen Theilen vollstim -

dig verlaufen.
: Geht man von e
wachsen zwei Parthien, wie sie gich tiber zwei Seitentl
Kammern erheben, zusammen. Fiir die an 24, und 2D aufgelosten Knotemn
ist das direct zu sehen. Um den Vorgang auch fir weniger gilnstig ge-
staltete Parthien zu verfolgen, fithren wir die beiden Modelle in einandey
iiber.
Gehen wir aus von 24, und nehmen die griinen Linien zu Pen-
taederkanten. Ein Trennen®, ausgeilbt auf die Knoten des rothen Te-
traeders, liefert uns dann den Typus, wie er einer I zukommt.)) Zwei
der funf Theile einer solchen gsind dann das kleine Hexaeder und die sich
durchs Unendliche ziehende achsiale Parthie.
Jeder der fibrigen drei wird durch einen 0
theil, welche Stiicke im Unendlichen zusammenhingen, gebildet.
Beim Uebergang zu 95 bleiben die beiden ersten Theile im Wea_
gentlichen unveriindert, wihrend an den untern Seitentheilen zwischen den
Ebenen z, und Ty seitlich Hiigel entstehen, welche sich in den Knoten
der I vereinigen. Die obern Theile werden bei der Deformation dureh’s
Unendliche gerickt. —
' Ueber den Verlauf der parabolischen Curven auf den Flichen ohne
¢ 27 reellen Geraden sehe man Zeuthen a. a. Q_
Wir heben hier nur hervor, dass wie frither Ovale auftreten, welche Drej-
ecken einbeschrieben gind. Wiihrend aber bisher solche Dreiecke nuar
Ebenen B angehorten, kommen sie bei den Arten I, 1L, 1v, V zam
Theil Ebenen A4 zu. Solche Zweige treten neu auf und zZwar in dep
folgenden Weise. Zieht man eine QOeffnung zum Knoten zusammen ung
l6st diesen spiiter durch Trennen auf, so hat man ersichtlich den llr;
spriinglich iiberall zusammenhiingenden hyperbolisch gekrilmmten Theil

iner solchen Fliche zu einer mit Knoten iiber, so
sichen verschiedeney

bern und untern Seiten-

Knoten mit weniger al

B sLRA
¢ /

1) Das Pentaeder gtimmt iiberein mit dem des Modells Nr. 1, die eben erzeugte

Fliche kann also als der Diagonalfiiiche zugehorig angeschen werden, durch Betrach.
tung beider erkennt man das Zustandekommen der 10 isolirten Punkte der paraboli.

schen Curve sehr leicht.
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in der Nihe des Knotens in zwei, dort keinen Zusammenhang zeigende
Theile von elliptischer Kriimmung iibergefiihrt. Jeder derselben muss
von einem Zweige der parabolischen Curve umschlossen sein. Bei der II,
welehe durch Beseitigung der Oeffnung 135 in der eben geschilderten
Weise entsteht, treten so zwei Ovale auf, welche von den Seiten der

Dreiecke:
12, 34, 56,

16, 23, 45 J 4
beriihrt werden. Diese Ovale sind durch Vereinigung der Ovale inner-
halb der Dreiecke:
35, 46, 12; 15, 26, 34; 13, 24, 56 und
35, 24, 16; 15, 23, 46; 13, 26, 45

entstanden. Wihrend ein Oval ciner Ebene B stets von drei
Kanten, wie sie durch eine Ecke gehen — und nur von
drei solchen — getroffen wird, also stets zum isolirten
Punkt zusammengezogen werden kannj schliesst ein Oval A
mehrere Pentaederecken ein, deren Kanten ¢s schneiden,
eine Reduction auf ecinen isolirten Punkt ist nicht mehr
mdéglich.
Diese Bemerkung erklirt auch das verschiedene Verhalten der

Flidchen:

Il und II' mit 2 Knoten,

am ., mrr o, 1 b

IV, IVY ohne o

(IV’ ohne Knoten schliessen wir vorliufig aus). Alle diese Fliichen haben drei
und nur drei unire Geraden, welche Ovale der parabolischen Curve ein-
Schliessen, aber, wie aus dem Friiheren hervorgeht, gehéren diese bei den
ungestrichenen Flichen einer Ebene 4, bei den gestrichenen einer Ebene
B an, worin nach dem ehen ausgesprochenen Satz der Unterschied be-
griindet ist.

Es eriibrigt noch, die IV’ zu untersuchen, deren parabolische Curve,
wie diejenige der IV, von Geraden einer Ebene A eingeschlossen wird.
Zieht sich der paare Theil einer V zum Knoten (einer IV‘) zusammen
und — verschwindet weiter dieser Knoten, so muss sich wihrend der
Deformation nach §. 3 des Vorliegenden auf der Hesse'schen Fliche aus
imaginiiren Elementen ein isolirter Knoten gebildet haben und dieser
sodann in einen paaren Zug iibergegangen sein.

Da die Knoten der IV’ einer Tetraederkammern angehdren?), so wird
der neu auftretende Zweig ganz von dem friihern eingeschlossen. Also:
Die Hesse'sche Fliche einer IV, wie sie aus der gleich-

) §. 2 pag. 56.
o

e
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namigen mit isolirtem Knoten durch Verschwinden des
gelben hervorgeht, besteht aus zwei paaren Theilen, vomn
denen der eine den andern vollkommen amschliesst, Wity -
rend bei allen andern nur Zige auftreten, welche weni g -
gtens inden Pantac(lerec:kcnzumunmcnhflngen, womit dax m
der besondere Charakter klar gelegt ist.

8. 6.
Die Flichen mit B,.Y)

Der Kegel zweiter Ordnung im Knoten ist in ein Ebenenpaal Zewp-
fallen, welches entweder reell (Nr. 9 und 10) oder imaginir (Nr. 11) sei
kann; aber die Schnittlinie dieser Ebenen, die Achse des B,, ist stets
reell. Dieselbe liegt tibrigens nieht auf der Fliche, sondern schneidet Ai :
Wihrend nun eine beliebige Ebene

gelbe in drei consecutiven Punkten.
iem Doppelpunkt verzeichnet,

durch den Knoten eine Curve mit gewohnlicl
geht letzterer fiir einen Achsenschnitt in einen Riickkehrpunkt, mit der
Achse als Riickkehrtangente, iber. Insbesondere treffen die beiden singry-
Liren Ebenen in Curven mit dreifachem Punkt, also hier in drei Geraden_

Am Modell 10 sind diese (rothen) .Strahlen® reell in beiden Ebenen dea
Knotens. Jeder zihlt dreifach, ausser ihnen gibt es noch 9 einfache Linien,
von welchen 3 unendlich fern sind. Die unendlich ferne Ebene ist alse
dreifache Tangentialebene der Fliche. Das Pentaeder besteht aus zwweai
Doppelebenen, welche harmonisch 2z denen des Knotens sind (sich
iibrigens weiter zur einfachen vereinigen konnen) und einer finften
durch den Knoten. Die Doppelebenen des Pentaeders sind die Sy .
metrieebenen des Modells, die einfache enthilt die horizontalen Strahley
was jedoch im Aligemeinen nicht der Fall ist. ?

Die singuliren Ebenen theilen den Biischel durch die Achse in zweaj
Theile. In den Ebenen des einen Theils ist die Spitze der Schnittcurve
nach unten, in denen des andern nach oben gerichtet, beim Uebergaugé |
treten zwei Curvenzweige — wie sie der Schnitt durch die kleine Achse 3
des Basisellipse besonders gut zeigh — an den Riickkehrpunkt heran =
und machen ihn zum dreifachen; spiter sondern sich diese Zweige in ent:

gegengesetzter Weise wieder ab.
Ein B, mit reellen Ebenen entsteht durch das gleic h.

zeitige Zusammenziehen zweier benachbarter Oeffnunge .
Bei einer Fliche mit 27 reellen Gera(len kann dieser Process dreimg]
ausgeftihrt werden. Fiir die Paare: .

(146, 516); (524, 354); (362, 132)

1) Klein §. 3; meine Arbeit §. 11, 12,
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erhilt man aus Nr. 1 die Nr. 9 mit 3 B,. Jede der drei Geraden,
welche das Modell noch aufweist, zihlt neunfach:

1, 6, 4°, 5, 46, 56, 41, 51, 23 ete.

Das Pentaeder ist bei mehreren B, nicht mehr bestimmt.!)) Fiir die
vorliegende Fliche ist auch die Hesse'sche Fliche ausgeartet in die Oscu-
lationsebene an den Geraden und die Ebene der Knoten. Die Geraden
bilden demnach die parabolische Curve, jede zihlt als solche
vierfach. Die Kriimmung der Fliiche ist also zu beiden Seiten der Curve
die ndmliche. Die kleine Kuppe iiber dem endlichen Dreieck der Geraden
ist ersichtlich aus Theilen innerhalb des Ovals 14, 36, 52 entstanden,
folglich elliptisch gekriimmt. Nun kann man von jedem Punkt zu
jedem andern gelangen, ohne einen B, zu iiberschreiten,
es fillt also auch diese Veranlassung zur Aenderung der Kriimmung fort:
Die Fliche ist, abgesehen von Punkten der parabolisehen
Curve, iiberall elliptisch gekriimmt und zwar ist sie — wie
man durch Betrachtung aller iibrigen findet — die Einzige, welche
diese Eigenschaft hat. —

Aus dem Vorstehenden geht auch die Entstehung des B, aus dem
C, hervor. Je nachdem man die ersten oder letzten der in Parenthese
stehenden Oeffnungen zusammenzieht, entsteht eine I oder I’ mit 3 C.:
Man kann also sagen, die Fliiche gehen ineinander iiber, wenn an ihren
Knoten die Aenderung durch die biplanare Form vollzogen wird. %)

Die hierdurch erfolgte Vertauschung der Ebenen (A) 12, 34, 56
und (B) 14, 36, 52 wird aber auch schon bewirkt, wenn ein Knoten sich
die biplanare Form #ndert, also nur eine ungerade Anzahl dieser Vor-
ginge ist von Einfluss auf die Art.?9)

Die Flichen mit weniger B, sind leicht erledigt. Betrachten wir
statt aller andern eine mit B, 4+ 2 C, z. B.:

(146, 516) + 524 4 362.

Je nachdem man an den letzteren die Aenderungen:

+ +
L
anbringt, hat man:
in jeder Ebene 3 reelle Strahlen Schlafli 111, 1;
in einer Ebene 3 reelle Strahlen, in der andern
einen reellen Strahl o - L2
in jeder Ebene einen reellen Strahl o I B
1 §§.12, 17.
?) Klein a. a. O. §. 4.
%) § 3.
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Flichen, deren Verhalten zum Unendlichen ein anderes ist, stellt
man sich leicht her aus denjenigen mit 27 reellen Geraden, wie sie die
Modelle 4, 5, 6 liefern, indem man, wic frilher, benachbarte cn dlich e
Oeffnungen zusammenzieht. —

Zur Untersuehung der parabolischen Curve beim Vorhandensein cines
einzigen B, fihren wir Nr. 1 in Nr. 10 ber und verfolgen die Defor-
mation der Ovale. |

Sei der B, auf Nr. 10:

(146, 516).

Dann sind die dreifach zihlenden Strahlen, wie sie zu dreien im
einer singuliren Ebene liegen:

1, 46, 56 9 43, 53
6, 41, 51 und 3’ 42, 52
4, 5%, 23 4, 5, 16.

Die 9 iibrigen Geraden sind einfach.
Hieraus ergibt sich folgende Vertheilung der 10 Ovale:
Vier liegen mit dem B, vereinigt: 46, 51, 23; 41, 56, 233
43, 52, 16; 42, 53, 16.
Vier bilden Schleifen einer Curve mit vier-
fachem Punkt im Bjy: 46, 53, 12; 56, 42, 133
41, 52, 36; b1, 43, 26.
Zwei sind eigentliche Ovale geblieben: 13, 45, 26; 45, 12, 363

beide sind unendlich fern. Das erstere ist insbesondere ein isolirter Punkt’
der Schnittpunkt der Parallelen des Modells mit der unendlich fernen Geraden
45 ihrer Ebene.

Wir heben noch hervor, dass die Knotenstrahlen durchaus nichg
gleichwerthig sind: In jedem der vier .erster Art® sind zwej
Gerade mit reellen Asymptotenpunkten vorhanden, inp
jedem , zweiter Art* befindet sich nur eine solche Gerade,
Die Geraden erster Art sind die Tangenten der paraboli.
schen Curve im vierfachen Punkt. '

Die Pentaederebenen sind hervorgegangen aus:

14, 26, 35
52, 64, 13
12, 34, 56
15, 24, 36
16, 32, 54, die Ebene der Strahlen zweiter Art liegg
der einfachen Pentaederebene derar ¢
nahe, dass sie die beiden cigentliche p
Ovale der parabolischen Curve be.
rithrt,

} doppelt,

} doppelt,
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Fiir das Modell sind beide Ebenen vereinigt.

Der B, mit imaginiren Ebenen lisst keinen weiteren reellen
Knoten irgend welcher Art zu, denn seine Verbindungslinien mit diesem
wire dann reell was unmoglich, da die einzige reelle Gerade in den sin-
guliren Ebenen — die Achse — nicht auf der Fliche liegt. Hieraus
folgt dann auch, dass nur solche C,, durch welche keine reellen Linien
gehen, in die vorliegenden iibergeleitet werden konnen, also nur Knoten
von Arten IV und IV‘. Bilden wir uns die erstere durch Anwenden von:

auf die drei oberen Knoten der Nr. 2. Ebenen durch die Achse des
Modells — der spiteren Achse des B, — schneiden dann in einer Curve
mit Doppelpunkt und nach oben gerichteter Schleife., Zieht sich diese
zum Riickkehrpunkt zusammen, so hat man den B, des Modells Nr. 11.
Der B, mit imaginiren Ebenen entsteht also durch Zusam-
menziehen einer Qeffnung und Verschwinden eines paaren
Stiickes, welches nur im erzeugten C, mit den iibrigen
Flichentheilen zusammenhingt.

Unter Benutzung einer IV’ hitten dieselben Schnitte Curven mit
isolirtem Punkte ergeben, dessen Herabriicken auf die Curve zum ném-
lichen Resultat gefiihrt hitte: Die Flichen IV und IV/ mit C, sind also
durch die Aenderung durch die biplanare Form ineinander iiberfiihrbar.

Unser Modell stellt iibrigens nicht die allgemeinste Art dar, unter-
scheidet sich im Aussehen jedoch .durch nichts Wesentliches von ihr.
Wir haben eine Fliche mit osculirendem Kegel') vor uns, dessen Spitze
der unendlich ferne Punkt der Achse ist. Die Hesse'sche ist in den
Hesse'schen Kegel des genannten und der Ebene seiner Berithrungs-Curve
zerfallen. Die parabolische Curve zerfillt in diese Curve dritter Ordnung,
mit dem B, als isolirten Doppelpunkt, und eine andere neunter Ordnung.
Beide haben die reellen Geradem zu Asymptoten. Die Zoone, welche
diese Geraden enthilt, ist hyperbolisch, die andere elliptisch gekrimmt.

Hier ist auch der Ort zur Betrachtung der Rotationsfliichen, da diese
als diejenigen Flichen definirt werden kdnnen, welche zwei conjugirt ima-
ginire Punkte des Kugelkreises zu B, haben.?) Die reelle Verbindungs-
linie dieser Punkte ist dann die unendlich ferne Gerade der Asymptoten-
chene. Alle diese Flichen sind natiirlich IV, V oder die angrenzenden
mit Knoten. Sie entstehen aus den symmetrisch gebildeten der bezeich-
neten Arten, wenn man das Dreieck der reellen Geraden unendlich gross
werden lisst, wobei dann seine Ebene zur Asymptotenebene wird, wihrend
seine Seiten in der unendlich fernen Geraden dieser Ebene sich vereinigen.

1 §.17.
%) Siehe eine Note des §. 12.
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§ 7.

Die Flichen mit einem 5,.")

Die Achse des Knotens liegt jetzt auf der Fliche, welche lings
dieser Geraden eine constante Tangentialebene hat. Dieselbe ist dreifach
gihlende Pentaederebene, die Doppelebene ist, wie beim B,, die vierte
harmonische zu jener und den Ebenen des Knotens.

Ausser der Achse wird die Fliiche noch von jeder der singulirem
Ebenen, welche wiederum reell oder imagindr sein kénnen, in Zweji
Strahlen getroffen.

Das Modell 12 zeigt einen B, mit recllen Ebenen. In Folge des
Vorhandenseins von zwei weiteren C, berithrt jede der Ebenen lings dem
(blauen) Verbindungslinien des B, mit jedem C,. Eine Auflisung eines
C, durch + oder — fithrt die durch ihn gehende Gerade bezw. in zZwej
reelle oder imaginiire iiber.

Bei Nr. 13 sind die singuliren Ebenen imaginir. Die Fliche hag
ebenfalls zwei C, auf den rothen Geraden. Sie milssen imaginir seim
ihr Auftreten macht sich aber durch die feste Tangentialebene, welche
die Fliche ersichtlich lings der rothen Geraden besitzt, bemerkbar. Dije
Linie, in welche diese Ebene ausserdem noch schneidet, ist unendlich ferm,
Die griine Linie ist bei beiden Modellen die Achse.

Ein B, kann durch Vercinigung zweier C, erzeugt
werden, deren Verbindungslinie hierbei zur Achse wird.

Dieser Prozess geht unter Annahme reeller Ebenen folgendermassen
vor sich. Man denke sich am Modell NTr. 9 durch eine schriige rothe Gex
rade die Symmetrieebene gelegt. Diese schneidet ausserdem mnoch in eineyp
Ellipse, welche durch die C, auf der gewiihltepn
Geraden geht und diese Punkte fallen zusammey
wenn man die Ellipse derart — nach oben — \'ert
schiebt, dass sie die Gerade berithrt. Sofort hag
man dann Nr. 12.

Behufs Ableitung des B, aus dem I3 :
nehme man als solchen: 5
(516, 513).

Der Symmetrieschnitt hat dann eine Form,
wie sie die stark ausgezogene Curve in nebep.
stehender Figur zeigt. Vereinigt sich die Kuppe
K mit der Spitze, welches durch Zuziehen von 41g
geschieht, so hat man den B,, die Schnitteurve mjg
Spitze ist in einem Kegelschnitt mit Tangente Zey.
fallen.

1 §. 14,
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Auf einer Fliche ohne Singularititen tritt also ein
B, mit reellen Ebenen durch das gleichzeitige Zuziehen

Oeffnungen:
dreier Qe 8 (416, 516, 513)

auf, : 3
b Eine solche Reihe von Oeffnungen, in der Jede der fol-

genden henachbart ist, soll in Zukunft eine wKette* go-
nannt werden. Ist inshesondere die letzte Oeffnung der
erstenbenachbart, somoge die Kette ,geschlossen* heissen,

Die parabolische Curve besteht auf unserem Modell, wie bei
Nr. 2 aus Kanten des fritheren Tetraeders, von denen jetzt drei in der
Achse vereinigt sind. Die Kriimmung ist, mit Ausnahme des elliptischen
paaren Stiickes, iiberall hyperbolisch.

Beim alleinigen Auftreten des B, :

(416, 516, 513)
und vollig reellem Liniensystem haben wir folgende Vertheilung der Ge-
raden.?)
Es liegen:
In der Achse:

1, 46, 965 9/ 43, 53;
in den vier Knotenstrahlen:
6, 41, 51; 3 3 42, 52; 6
4, 5 23: 26 4, 5, 16; 13.
Diese Linien sind also jetzt wieder gleichartig gebildet.
Einfach sind nur noch:
12, 45, 365 14"

Sieben Ovale der parabolischen Curve sind in die Achse geriickt,
namlich zu den vier bereits im B, vereinigten sind die zwei weiteren:

13, 56, 24; 15, 43, 26

getreten, und ein siebentes:
12, 46, 35

ist zur Achse selbst geworden. Dann gibt es zwei:
14, 25, 36 und 13, 26, 45

B TS YN A Mt
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mit Doppelpunkt im Knoten, welche zusammen e?ne Curve mit vi?rfachem
Punkt bilden. Sie werden von je zwei, in verschiedenen Ebenen liegenden
Knotenstrahlen und ausserdem von einer uniren Geraden beriihrt. End-
lich existirt noch ein eigentliches Oval:

12, 45, 36.

) Vergl. die Vertheilung beim B,.

e T
s :
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Nur das Ueberschreiten der Ovale, nicht das der Achse, bringt eine
Aenderung der Kriimmung hervor, da die Achse als paarer Zug doppelt
gerechnet werden muss.

Denkt man sich die vorliegende Fliche aus Nr. 12 abgeleitet, so
verlinft die Curve mit vierfachem Punkt wesentlich horizontal und be-
grenzt eine schmale Zoone, welche inshesondere auf dem frither paaren
Stiick die elliptischen Theile von den dureh Auffésung des Knotens hyper-
bolisch gewordenen trennt. Das eigentliche Oval ist — wie bei der
Diagonalfliche — ein unendlich ferner isolirter Punkt.

Zur Ableitung des B, mit imaginiren Ebenen aus zwei Cy
hat man zundchst die heiden unbetheiligten Knoten — zu denen passend
wieder zwei obere des Modells 2 gewiihlt werden — durch ,/Trennen* auf-
gzulosen. Die Ellipse des zu beniitzenden Symmetrieschnittes kann dann
cbenfalls durch Verschicbung, aber nach unten, zur Beriihrung mit der
Geraden gebracht werden, wodurch der Knoten der Nr. 13 entsteht.
Also: Ein B, mit imaginiren Ebenen entsteht durch Zu-
ziehen von zwei Oeffnungen, welche einer und derselben
dritten benachbart sind, und Verschwinden eines nur in
den erzeugten C, mit den ibrigen Flichentheilen zu-
sammenhingenden paaren Stiicks. Der Vorgang ist demjenigen
der Bildung des B, und C, mit imaginb’.réu Beriihrungskegeln also ganz
analog.

Um die abgebildete Fliche vollkommen in die durch Nr.13 darge-
stellte iiberzufithren, hat man nur nothig, die beiden sich durch die Oef¥-
nung erstreckenden uniren Geraden zu vereinigen und die dritte in's Un-
endliche rilicken zu lassen.

Der B, bildet den Uebergang zwischen Flichen mit 2 reellen und
solchen mit 2 imagindren Knoten. Letztere erhalten wir durch weitere
Verschiebung des Kegelschnitts im benutzten Querschnitt.

Die Entstehung der vorliegenden Singularitit aus dem B; mit ima-
giniren Ebenen, ist nach dem auf pag. 24. Auseinandergesetzten wohl
leicht genug einzusehen.

8. 8.

Die Flichen mit einem By,

Diese Singularitit zeigt das Modell Nr. 14. Die eine Ebene des
Knotens berithrt lings der (griinen) Achse und zihlt als Pentaederecbene
fiinffach.!) Die andere schneidet ausser in der Achse noch in zwei

1y 8. 15.
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Strahlen, welche in Folge des beigefiigten ¢, vereinigt liegen. Die para-
bolische Curve besteht aus der vierfachen Achse, der fiinffachen Verbin-
dungslinie der Knoten und einer Raumcurve dritter Ordnung (cubische
Ellipse).
Der Knoten kann durch Zuziehen der Kette:
(164, 165, 135, 435)

erzeugt werden und ist aequivalent:
B, + C,= (164, 165) + 435.

Es liegen dann in der Achse:
1, 46, 56, 2, 43, 35, 4, b, 16, 13;
im Strahle der osculirenden Ebene:
3, 42,752, 6,124
in den beiden Strahlen der nicht osculirenden Ebene:

6, 41, 51, 3, 45,
4, 5% 23, 26, 1
wihrend 36 und 9 einfach sind,
Auf der Achse liegt ausser den 7 Ovalen beim Auftreten des B,
ein achtes:

' 13, 26, 45.
Zwei weitere Ovale:

14, 25, 36 und 12, 45, 36
bilden eine Schleife mit Doppelpunkt im Knoten. Jedes derselben wird
von dem Strahl in der beriihrenden Ebene, einem, hierdurch ausgezeich-
neten, der schneidenden Ebene und der einfachen Geraden mit reellen
Asymptotenpunkten beriihrt.

§ 9.

Die Flichen mit einem B,.

Die eine Ebene des Knotens osculirt, sie ist noch fiinffache Ebene
des Pentaeders, nur dass dessen Ecken jetzt unbestimmt geworden sind.?)
Das Modell 16 zeigt neben dem B; noch einen C,. Die parabolische
Curve besteht aus der (griinen) Achse und der (rothen) Verbindungslinien
der Knoten.  Jede dieser Geraden zihlt sechsfach. Nur das Ueber-
schreiten des Knotens sindert demnach die Kriimmung, welche auf dem
vorhandenen paaren Theil elliptisch, sonst iiberall hyperbolisch ist,

1§, 15.
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Der Knoten entsteht aus der Kette:
(416, 516, 513, 543, D542
und ist aequivalent:
B, + B,= (416, 516) + (Hh43, H42)
B, + €, =416, 516, 513) + H42
3C, = 416 + 513 -+ H42.
Diese drei conischen Knoten gehoren einer 1 an') Die
Knoten werden nicht gleichartig vereinigt, denn nur bei
sweienwird eine benachbarte Oeffnung zusammengezogens
die Verbindungslinie dieser beiden wird zur Achse.
Die Vertheilung der Geraden st die folgende. [s liegen:
In der Achse:
1, 46, 56, 2, 43, 35, 4, 5, 16, 13, 3, 42, 52, 6, 12;

in den beiden Knotenstrahlen der schneidenden Ebene:
6, 41, 51, 3, 45, 36
4/ 5, 23, 26, 419, 2.

Alle Linien gehen zwar durch den Knoten, aber das Oval der para-

bolischen Curve:

14, 36, 25
— ein Kegelschnitt __ ist noch geblieben. Ausser diesem und der Achse
findet man noch eine imagindre Curve vierter Ordnung.

§. 10.
Die Flichen mit uniplanaren Punkten.

Diese Flichen verhalten sich in der Nihe der Singularitit wie eine
Doppelebene. Je nachdem dieselbe in drei getrennten Strahlen schneidet,
oder lings einem berithrt oder endlich osculirt, hat man bezw. einen U,,
U, oder U, vor sich. Eine willkiirlich durch den Knoten gelegte Ebene
schneidet stets in einer Curve mit Spitze.

Die Modelle 16 und 17 zeigen die Singularitit U, dessen Ebene
bezw. in drei reellen dtrahlen oder in einem reellen Strahl schneidet,
Solche Linien zihlen achtfach?), es sind also ausser ihnen nur noch drej
einfache vorhanden. Diese werden von den festen Tangentenebenen an
den Knotenstrahlen ausgeschnitten. Withrend bei der allgemeinsten Artg
der vorliegenden Flichen, die Hesse'sche aus einem Kegel zweiten Grades
mit dem Knoten als Spitze und der doppelt zihlenden singuliren Ebene

1) Vergl. die Bildung des Us im folgenden §.
%) Vergl. die Bildung des Us aus dem Bj in diesem §. pag. 80.
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besteht?), ist bei den modellirten jener Kegel ausserdem in ein Ebenen-
paar zerfallen; es sind Tetraederflichen.?) Bei 16 jst dieses Ebenenpaar
imaginiir, bei 17 reell.

Die parabolisehe Curve besteht im Allgemeinen aus den Knoten-
strahlen und einer Curve sechster Ordnung, einem Oval. Auf 16 st letz-
teres ein isolirter Punkt, in dem sich die uniiren Geraden kreuzen; durch
geringe Deformation, welche die reelle Doppelgerade des genannten ima-
giniren Ebenenpaars in einen — zunichst sehr spitzen — Kegel iber-
fiihrt, gewinnt man das eigentliche Oval.

Nr. 17 zeigt zwei eigentliche Curven dritter Ordnung, zur Ableitung
der allgemeinen Curve sechster Ordnung hat man den Doppelpunkt auf
der uniren Geraden so aufzulosen, dass diese Gerade einen der hervor-
gehenden Curvenzweige beriihrt.

Der U; mit drei reellen Knotenstrahlen entsteht auf
einer Flidche ohne Singularititen entweder durch Zuziehen
einer Oeffnung mit qen drei ihr benachbarten; oder durch
Zuziehen von drej picht aufeinanderfolgenden einer ge-
schlossenen Kette von sechsen, und darauf folgendes Ver-
schwinden eines nur mit den gewonnenen €, zusammen-
hingenden paaren Stiicks.

Die Oeffnungen :

165
I
135
At ™

435 132

bilden eine Gruppe, wie sie die erstgenannte Erzeugungsart voraussetzt.
Je zwei benachbarte sind dureh Striche verbunden. Das Zuziehen der
der drei dinsseren liefert nach pag. 6 dieser Arbeit zunichst eine I
Nehmen wir als solche das Modell 83) und lassen die Knoten zusammen-
wachsen, was offenbar dem Zuziehen von 135 entspricht, so haben wir
sofort den U, auf Nr. 16. ;
Also: Durch Vereinigung der 3 Knoten einer I’ ent-

steht ein U,
Eine Kette, wie sie die zweite Entstehungsart verlangt ist:

(146, 346, 326, 526, 524, 124).

Die erste, dritte, fiinfte Oeffnung gehoren den drei oberen Knoten
von Nr. 2 an. Ein Auflosen des unteren Knotens durch ,, Trennen®

1) §.19.

1) §, 18.
3) Nr. 7 und die Diagonalfliiche lassen sich natiirlich ebenfalls benutzen, die

Fliche erscheint dann von der andern Seite gesehen, von welcher sich die Gestal-
tung der singuliren Stelle jedoch weniger gut ausnimmt.
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liefert den geforderten paaren Theil dessen Verschwinden, durch Ver=
einigung der Knoten, ebenfalls Nr. 16 hervorgehen Lisst. |
Solche drei Knoten kiomnen aber nach dem vorigen
einen B, filhren, wenn man ihre Vereinigung durch Zuziehen von zwei
Qeffnungen der Kette bewirkt. Bei der oben benutzten Kette erstrecken
sich jedoch die Oeffnungen, nimlich:
346, 526, 124
am beide Derivationen neben

§. auch auf

dureh’s Unendliche, wir benutzen daher,
einander zu haben, besser die Kette:

416, 516, 513, 543, 542, 142

Eine Vereinigung der Knoten:
416, 513, 542

fiihrt auf einen U,, wenn man die Oeffuung 362 beseitigt und das sich

darbietende paare Stiick verschwinden lisst.
Die fiinf ersten Oeffnungen bilden aber auch die Kette des im

vorigen §. betrachteten B,, durch welche Bemerkung mit Riicksicht auf
das dort Gesagte, dann der Unterschied in der Erzeugung der Singulari-
titen U, und B, klar hervortritt.
Um den U, aus der Vereinigung der Ebenen eines By abzuleiten,
nehmen wir das Modell 10 zur Hand und denken uns durch die grosse
Achse der Basisellipse den Symmetrieschnitt gelegt. Kine Vereinigung der
Spitze mit den beiden unteren Zweigen der Schnitteurve bewirkt deren
Zerfallen in drei Gerade, die Symmetrieebene ist singuliire Ebene eines
entstandenen U;. Je zwei Gerade verschiedener Ebenen haben sich mig
noch zwei einfachen, zum achtfach zihlenden Strahl vereinigt. Die noch
einfach bleibenden sind unendlich fern. Setzt man die Deformation noch
weiter fort, so ldsen gich zwei Curvenzweige in einer der fritheren ent-
gegengesetzten Weise wieder ab, die beiden Seitenfliigel zeigen im End-
o lichen keinen Zusammenhang mit dem unteren, jetzt kegelformigen Theil,
auf dem die nach oben zeigende Spitze sich befindet. Wir haben einen

B, mit imaginiiren Ebenen vor uns.
Zur Ableitung des U; aus dem B, stellen wir cinen solchen aus

der Kette:

165, 135, 435
her und ziehen dann 132 zusammen. Aber dieser Vorgang ist
nicht der Vereinigung des B, mit einem O, gleich zu ach-
ten; denn getrennt kinnen wir diese Singularititen aus den uns zur Ver-
figung stehenden Oeffnungen nicht bilden, da 132 — welche doch den C|
liefern miisste — der bereits im B, zugezogenen 135 benachbart ist.

; Ein U,,dessen Ebene nur cinen reellen Strahl enthilt
kann aus der Vereinigung von zwei imaginiiren Knoten mit einem reellen
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hervorgehen. Wir denken uns daher der Anschaulichkeit wegen einen
B, aus zwei imaginiren Knoten gewonnen '), und zeigen: Der U, geht
hervor durch Zuziehen einer, dem B, benachbarten Oeff-
nung, wenn dessen Ebenen imaginar, oder durch Ver-
schwinden eines am B, liegenden paaren Stiicks, wenn
diese Ebenen reell sind.

Um die Singularitiit in ersterer Weise herzustellen, lsse man am
Modell 13 durch Ueberfithrung der rothen Linie in einem unpaaren Cur-
venzug die auf ihr liegenden imaginiren Knoten auf. Dadurch ist dann
die zerfallende Curve des betreffenden Symmetrieschnittes in eine eigent-
liche Curve dritter Ordnung mit isolirtem Punkte iibergegangen. Wird
dieser in Folge Zuziehens der elliptischen Oeffnung, zum Rickkehrpunkt,
80 hat man den auf Nr. 17 dargestellten Knoten gewomnen. Die Ver-
schiedenheit im Aussehen der Flichen wird beseitigt, wenn man den
Wendepunkt des Symmetrieschnitts von Nr. 17 in’s Unendliche riicken
lisst, —

Die zweite Entstehungsart geht hervor, wenn man an Nr. 12 die
beiden Knoten durch »Trennen* auflost und den paaren Theil verschwinden
lisst. Eine Drehung der uniren Geraden, durch welche sie parallel der
friiheren Achse wird, liefert die Form 17.

Wie die vorliegende Singularitit aus dem B, mit imaginiren Ebenen
entspringt, ist leicht zu sehen, wenn man am Modell 11 durch die Achse
einen Schnitt, am besten senkrecht zu einer Symmetricebene, legt. Ein
Soleher zeigt eine symmetrische Curve mit — nach oben gerichteter —
Spitze. Lisst man die beiden Zweige zu beiden Seiten dieser Spitze
immer flacher werden, so geht die Curve schliesslich in eine Gerade iiber
und in diesem Augenblick hat man den U,. Eine Fortsetzung dér De-
formation lisst die Spitze wieder erscheinen, aber ihre Richtung ist der
fritheren entgegengesetzt, die Ebenen des B, sind reell geworden.

Wir wenden uns zum U,. Die Ebene dieses Knotens beriihrt die
Fliche und ebenso den Kegel der Hesse’schen. Das Oval der para-
bolischen Curve hat eine Spitze erhalten.

Der U, entsteht durch Zuziehen von:

165

I
135

F. i
435 132

\
632

Eine Bildung aus niederen Singularititen diirfte nach den gegebenen
Entwickelungen fiir den U; nicht mehr mit Schwierigkeiten verbunden sein.

1) Vergl. pag. 26 des Vorliegenden.
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Wir unterdriicken sie desshalb und beschrinken uns auf die Darlegung
der Ueberleitung der beiden Arten von U, ineinander, bei welcher der U,
zu passiren ist.

Stellt man das Modell 16 so, dass der Sym-
metrieschnitt die Lage der Curve 1 in neben-
stehender Figur hat und lisst diese Curve successive
die Form der punktirten Linie annehmen, 80 ent-
steht schliesslich ein Kegelschnitt mit Tangente,
die Curve 2. Dann hat man das Modell 18 mit
dem feinen nadelfsrmigen Theil zur Linken. Dureh
weitere Deformation trennt sich ein Theil der Curve
wieder ab, die Spitze erscheint von neuem, zeigt aber nach links (Curve 3) 3
man hat Nr. 17.

Osculirt endlich die Ebene des Knotens, 80 liegt ein U, vor, wie
er auf dem Modell Nr. 19 zur Anschauung gebracht ist. Die mit dieser
Singularitit begabte Fliche ist stets Tetraederfliche, die Hesse'sche be-
steht aus der dreifachen Ebene des Knotens und einer vierten durch den-

gselben Punkt. Die parabolische Curve zerfillt in den zelhnfachem o

Knotenstrahl und eine Ellipse. Der U, entsteht durch Zuziehen von:

165

I
135
fx
435 132
/ \
425 632

und danach mag man gich auch seine Bildung aus niederen Singularitiiten
ableiten.

Ein weiteres Zuziehen von 164 wiirde im Allgemeinen einen T,
liefern, im vorliegenden Falle einer Fliche dritter Ordnung jedoch ihre
Ausartung in eine dreifache Ebene herbeifithren.

§. 1L

Die Regelflichen.

Die allgemeine Regelfliche dritter Ordnung ist bekanntlich der Ort
der Verbindungslinien entsprechender Punkte eines geraden Gebildes o
und eines ihm projectivischen Kegelschnitts K.') Auf 20 und 21 ist g
die griine Linie, K der eingezeichnete Kegelschnitt.

1) Vergl. z. B. Reye, sGeometrie der Lagee, 2te Auflage, pag. 179 oder Fiedler,
»Darstellende Geometrie«, 2te Auflage, pag. 434, auch §. 18 meiner Arbeit.




Jede durch u gelegte Ebene schneidet den Kegelschnitt zweimal,
enthilt also zwei Erzeugende. Die siimmtlichen Schnittpunkte bilden eine
Doppelgerade der Fliche, welche den Kegelschnitt schneidet. Je nachdem
apun die simmtlichen Ebenen des Biischels » den Kegelschnitt in reellen
Punkten schneiden (Modell 20) oder dies nur fiir die Ebenen eines Winkel-
raums der Fall ist (Modell 21), welcher von zwei Tangentenebenen des
Kegelschnitts begrenzt ist, ist die Doppelgerade vollig oder nur auf einer
von zwei U, begrenzten Strecke von reellen Flichentheilen umgeben. Die
beiden durch die U, gehenden Grenzerzeugenden sind roth gezeichnet.

Die Abweichung in der Form, welche die Theile des Modells 21 in
der Nihe eines U, gegeniiber Nr. 18 zeigt, erweist sich als unwesent-
lich, wenn man sich die Nadel des letzteren Modells durch den isolirten
Theil der Doppelgeraden ersetzt denkt.

Alle Regelfliichen sind Tetraederflichen, die Hesse'sche besteht aus
den doppeltzihlenden singuliren Ebenen der beiden U, sind also bei 20
imaginir. Dije parabolische Curve setzt sich aus der achtfachen
Doppelgeraden und den beiden doppeltzihlenden Grenzerzeugenden zn-
sammen, die Kriimmung ist also iiberall die nimliche: hyperboliseh.

Schneidet das gerade Gebilde w den Kegelschnitt, so liegt es mit
der Doppelgeraden vereinigt, man hat den Specialfall der Cayley’schen
Regelfiiche. Auch die U, und ihre Ebenen haben sich vereinigt und die
Fliche verhiilt sich hier, wie ein Uj.

Das Modell 22 zeigt den Kegelschnitt im Endlichen, der U, ist un-
endlich fern. Verschiebt man die Ebene des Kegelschnitts parallel mit
sich selbst, so wird die Schleife der Sehnittcurve kleiner und kleiner, um
schliesslich im Unendlichen sich zum Riickkehrpunkte zusammenzuziehen.
Das Modell wurde zur Vermittelung des Uebergangs von Nr. 20 ange-
fertigt. Nr. 23 zeigt umgekehrt den U, im Endlichen und der Kegel-
schnitt ist unendlich fern. Die beiden Gestalten sind durch Collineation
ineinander iiberfiihrbar.

Die Hesse'sche Fliche ist die vierfache singulire Ebene, die para-
bolische Curve die zwolffach zihlende Doppelgerade.

Berichtigung.

Auf Seite 5 Zeile 18 von oben ist nach dem Worte »Prozesses« ein - ein-

zuschalten.




