Ther das Modell einer Fliiche dritter Ordnung, die
das Verhalten einer krummen Fliiche in der Nihe
cines parabolischen Punktes darstellt.
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. Sowoh! fiir die Theorie der krummen Flichen selbst als auch
far ihre zahlreiche Anwenduncen, besonders auf die Mechanik, ist es
von grofer Wichtigkeit, dall man jede Fliche in der Nihe eines reguliren

Punktes durch ein Stiick einer einfachen Fliche ersetzen kann. In erster

Anniiherung lift sich die ¥ sche durch ein Stitck ihrer Tangentialebene
in dem betrachteten Punkte ersetzen. Wie man die zweite Niherung zu

shlen hat. wird von den Forderungen abhiineen. die man an sie stellt.
wan y

Man kann erstens verlangen, dall die Ersatzfliche in ihren
K ritmmungsverhiiltnissen mit der Urfliche fir den betrachteten Punkt
vollstindig {ibereinstimmt, and  erhilt dann nach dem Vorgange von

Ch. Dupin (Développements de géométrie, Paris 1813) eine oskulierende
Fliche sweiter Ordnung, nnd zwar, je nachdem der Punkt elliptisch oder
hyperbolisch oder parabolisch ist. ein elliptisches oder hyperbolisches
Paraboloid oder einen 51:\1';:'51:U.\‘&'15M‘ll Zylinder; den Schnitt einer Iibene,

die der Tangentialebene in dem hetrachteten Punkte parallel ist, mit der
oskulierenden I'liche bezeichnet Dupin als moehorige Indicatrir.
Man kann zweitens verlangen, dah die Ersatzfliche erkennen lafit,

wie « [Trfliiche zur Tangentialebene liegt, ob nimlich die Urfliche ganz
auf der einen oder der anderen Seite der Tangentialebene liegt oder diese
schneidet. wobel man dann oleichzeitie eine Nidherung fiir die Schnatthurve
erhalten will. Da sich bei den entsprechenden [Untersuchungen iiber die
Anniiherung von Kurven herausgestellt hatte, dal die oskulierende Parabel
auch die zweite Forderung erfiillt, dal} sie
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nicht nur die erste, sondern

namlich auch erkenner Lint. anf welcher Seite der Tangente die Kurve

liegt., so hat man vielfach ohne weiteres angenommen, daff auch bei den
krummen Flichen d: sselbe welte. Diese Unklarheit tritt schon bei Dupin
quf und zieht sich durch die ganze [iteratur des neunzehnten Jahr-
¢ wohl deshalb solange unbemerkt geblieben, weil fir

hunderts. Sie 1is
die elliptischen und hyperbolischen Punkte in der Tat beide Forderungen

su demselben FEroebnisse, nimlich zu den oskulierenden Paraboloiden
fithren. und weil man die parabolischen Punkte als . Ausnahmetfille” nur
Aiichtig hetrachtete.

Auf diese Weise erklirt es sich, dall manche Lehrbiicher geradezu
alsche Behauptungen siber das Verhalten der Iliche zu ihrer Tangen-
tialebene in eriem parabolischen Punkte enthalten. Um dies im einzelnen
chzuweisen, werde die Fliche auf ein System rechtwinkliger kartesischer

ne
leren Anfangspunkt der betrachtete regulire Punkt

Km)r(liu:l?“!: bezogen,

P sei, die xy-KEbene moge die Tangentialebene, die z-Achse die Flidchen-
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normale in P sein. Dann hat man fiir die Umgebung von P die Darstellung:

= 1 (rox® -+ 2s0xy + boy®) + L (axd+ 88x% + Byay® +dy?) 4 ove e,

in der den Verinderlichen & und ¥ hinreichend kleine Werte beizulegen
sind. F. Joachimstal (Anwendung der Differential- und Integral-
rechnung auf die allgemeine Theorie der Flichen und Linien doppelter
Kriimmung, 1. Auflage, Leipzig 1872, 2. Auflage, Leipzig 1881, S.
56—67) sagt dazu: ,So erhalten wir fiir 2 eine Reihe, beginnend mit:

$(ro® + 2s0wy + toy®),

einem Gliede, welches wegen der beliebigen Kleinheit von x und ¥ in
bezug auf das Vorzeichen bestimmend wird fir die ganze Reihe, deren
nachfolgende Glieder in Beziehung auf x und ¥ von der dritten und
hoherer Ordnung sind. Die Fliche wird von der Tangentialebene be-
rithrt oder geschnitten, je nachdem 7ofo —s2 gréfler als Null oder kleiner.
Der Grenzfall, dalf diese Differenz gleich Null ist, gehért zum ersten.
Hiermit im wesentlichen identisch ist auch die Darstellung in der dritten,
von L. Natani besorgten Auflage (Leipzig 1890, S. 101—103). In
ihnlicher Weise #ullern sich auch J. Knoblauch (Einfiihrung in die
allgemeine Theorie der Flichen, Leizig 1880, 8. 50) und L. Raffy
(Legons sur les applications géométriques de l'analyse, Paris 1897, 8.141).

Daf hier ein Fehlschluf vorliegt, zeigt das einfache Beispiel

2= §toy® -+ tax?,

wo sofort ersichtlich ist, da die Tangentialebene im Anfangspunkte von
der Fliche in einer Neilschen Parabel geschnitten wird, sodall die Fldche
teils oberhalb, teils unterhalb der Tangentialebene liegt. Man darf auch
nicht etwa sagen, der Teil der Fliche, der unterhalb der Tangential-
ebene liegt, sei im Verhiltnis zu dem, der oberhalb liegt, nur klein, und
dieses Verhiiltnis komme der Null um so niher, je kleiner die Umgebung
des Anfangspunktes angenommen werde, denn man will doch gerade
wissen, was sich in einer kleinen Umgebung des Anfangspunktes ereignet.

Worin besteht aber der Fehler? Bei einer Potenzreihe mit einer
reellen Veriinderlichen
k a0 + ar1x + agx® -+ agxrd 4+ ..o
ist das erste nicht verschwindende Glied fiir hinreichend kleine Werte
von x ausschlaggebend, das heiflt, es bestimmt das Vorzeichen der ganzen
Summe. Man hat nun stillschweigend angenommen, daf in entsprechen-
der Weise bei einer Potenzreihe mit zwei reellen Verinderlichen

Zla”lx”y}' (ﬂv;" =0,1,2. .., 00 )
#®

‘das Aggregat der Glieder niedrigster Dimension, die wirklich auftreten,

in demselben Sinne ausschlaggebend sei. Das ist jedoch eine unberech-
tigte Verallgemeinerung. Wenn die beiden unabhiingigen Veréinderlichen
x und y unendlich klein werden, braucht das nicht bei beiden von der-
selben Ordnung zu geschehen, vielmehr hindert nichts, daf die Ordnungen
verschieden sind, und wenn man daher Niherungsausdriicke gewinnen will,
so darf man nicht einfach die Glieder niedrigster Dimension beibe-
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halten, sondern hat zu untersuchen, welches die Glieder niedrigster
Ordnumng sind. Die Begriffe Ordnung und Dimension gehen also bei
mehreren Veriinderlichen auseinander. Diese Tatsache kommt schon zur
Geltung, wenn man eine algebraische Kurve untersucht, deren Gleichung
in der Form vorliegt, daf ein Polynom in x und y gleich Null gesetzt
wird, und sie war den Mathematikern des 18. Jahrhunderts, ja schon
Newton wohlbekannt. Man hiitte also nur die bei der Untersuchung der
Kurven iiblichen Methoden auf die Schnittkurve der Fliche und ihrer
Tangentialebene anznwenden brauchen, um zu dem richtigen Resultate zu
gelangen. Wie aber in einem Flusse oft zwei Stromungen lange neben-
einanderlaufen, ohne sich zu vermischen, so ist das auch mit den Methoden
der Kurvendiskussion und dem Ansatze von Dupin gegangen. So sehen
wir, daB Salmon (On the geomelry of three dimensions, London 1862,
deutsche Bearbeitung von Fiedler, Leipzig 1880, S. 9—12) zuerst die
Natur der Schnitstkurven ganz richtig charakterisiert, dann aber die Fliche
ohne weiteres durch das oskulierende Paraboloid ersetzt (vergl. auch
Fiedler. Die darstellende Geometrie in organischer Verbindung mit
der Geometrie der Lage, 2. Auflage, Leipzig 1875, §§ 87 und 102)

Dierichtige Darstellung des Sachverhaltes findet man bei G. S cheffers
(Einfihrung in die Theorie der Flichen, Leipzig 1901, S. 138—141),
der beweist, dal bei geeigneter Wahl der - und y-Achse ,die Schnitt-
kurve der zur Tangentenebene parallelen Ebenen in der Nidhe von P im
allgemeinen durch die Kurve:

z = Jtoy®+ Lar?
ersetzt werden dart”. Im allgemeinen bedeutet hier, daf ¢ als von Null
verschieden vorausgesetzt wird; verschwindet ¢, so bedarf es einer
weiteren Untersuchung. Wie die einfachen Beispiele
g =yt

zeigen, ist es nicht erlaubt, die einschrinkenden Worte ,im allgemeinen“
wegzulassen; in dieser Beziehung darf daher die sonst korrekte Dar-
stellung von V. und L. Kommerell (Allgemeine Theorie der Rawm-
Turven und Flichen, Leipzig 1903, S. 71) der Berichtigung.

9. Aus dem Vorhergehenden folgt, dal man, um das Verhalten
einer Fliche zu ihrer Tangentialebene in einem parabolischen Punkte
zu charakterisieren, notwendig Flichen dritter oder hoherer Ordnung
heranziehen muf. Am einfachsten ist der Fall, daf man mit einer Fliche
dritter Ordnung: :

e=4toy*+ fax’®
auskommt. Im Anschluf an eine Vorlesung uber die Theorie der krummen
Flichen, die ich im Wintersemerster 1902/03 gehalten habe, ist diese
Fliche von zweien meiner Zuhorer, den Herren 0. Losehand und
W. Quidde, fir die Werte

to=06 a=—0,3
modelliert worden; bei dieser Wahl der Konstanten treten niamlich die
Eigenschaften der Fliche besonders deutlich hervor. Zusammen mit den
Modellen der Paraboloide bildet dieses Modell eine Erginzung zu den drei
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Kartonmodellen iiber die Kriimmung der [lichen. die Chr. Wiener
entworfen hat und die als Serie XXII im gleichen Verlage erschienen sind.

Die Figur =zeigt in Verkleinerung aul 3 die  Schnitte der
Fliche mit Ebenen, die in je 1 em  Abstand parallel zur ry-1ibene
gelegt sind. Die '
Schnitte fiur posi-
tives: 2 hat man
sich oberhalb, die
fiir negatives .2
unterhalb der
Ebene der. Zeich-
nung zu denken.
Diese Ebene selbst
ist die Tangential-
ebene der Fliche
im Anfangspunkte
der Koordinaten:.
sie wird von der
Fldche in einer
Neilschen Parabel
geschnitten.  Die
Schnitte  parallel
der xz-Ebene sind
kongruente Para-
beln zweiter Ord-
nung. Die in der R
yz-Ebene selbst liegende Parabel bildet die Grenze zwischen dem Gebiet
der elliptischen und dem der hyperbolischen Punkte: sie besteht aus
lauter parabolischen Punkten. Die Schnitte parallel der .cy-Ebene sind
kongruente Parabeln dritter Ordnung. Hieraus geht, ncbenbei gesagt,
hervor, daff die Kliche eine Schiebungsfliche ist.

Die Figur der Schnitte mit Ebenen parallel der ry-IEbene bringt,
wie Herr Quidde bemerkt hat, sehr schon zum Ausdruck, daf im An-
fangspunkte ein Ubergang von den elliptischen zu den hyperbolischen
Punkten stattfindet. Wenn man den Kurvenstiicken oberhalb der #-Achse
ihr Spiegelbild 'in bezng auf diese Achse hinzufiigt, so erhiilt man eine
Schar ellipseniihnlicher Kurven, und wenn man das IEntsprechende bei
den Kurven unterhalb der #-Achse tut, eine Schar hyperbelihnlicher
Kurven, wobei die Neilsche Parabel den Asymptoten dquivalent ist. Die
beiden Teile, in die die Fliche durch die #z-Ebene zerlegt wird, haben
daher Ahnlichkeit beziehungsweise mit der Hiilfte eines elliptischen und
eines hyperbolischen Paraboloids.

Als hitbsche Ubungsaufgabe moge noch die Bestiminung der asym-
ptotischen Kurven der Fliche erwihnt werden.

Kiel, im Januar 1904,
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Dr. Paul Stackel.
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