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Nr. 9. Bewegliche Stabmodelle zur Uberfiihrung einer
Fliche 2. Ordnung in konfokale Flichen,

Zur V. Reihe der Modelle. Nr. 421 bis 424.

Von H. WIENER in Darmstadt.

Die beweglichen Stabmodelle der Regelflichen 2. Ordnung
gehen auf O. HENRICI zuriick. Als dieser ein Modell eines ein-
schaligen Hyperboloids anfertigen liefi '), bei dem die Erzeugenden
beider Scharen durch Holzstibchen dargestellt wurden, die an den
Kreuzungsstellen mit Bindfaden verkniipft und auf diese Weise
gelenkig verbunden wurden, stellte sich heraus, dafi das Modell
nicht fest wurde, sondern daf die Stibe an den Verbindungs-
stellen gegeneinander drehbar blieben. So erhielt er eine einfach
unendliche Schar von Hyperboloiden in stetigem Ubergang von
einer durch die Stibe umbhiillten Ellipse bis zu einer Hyperbel.

Modell Nr.421. Der von HENRICI aufgestellte Satz von der Beweglichkeit des
gelenkig angefertigten Stabmodells des Hyperboloids wurde von
GRrEENHILL dahin vervollstindigt, daB alle Hyperboloide, die aus
einer solchen Fliache durch die Bewegung in den Gelenken unter
Festhaltung von Mittelpunkt und Achsenrichtungen hervorgehen,
einer Schar von konfokalen Flichen zweiter Ordnung angehoren,
deren Fokalkurven jene beiden Grenzkurven sind, und dag
sich jeder Punkt beim Ubergang aus einer Fliche in die be-
nachbarte in einer Normalen zur Fliche bewegt.?) Weitere Sitze }

) W. Dycks ,Katalog mathematischer Modelle* (Miinchen 1892) S. 261. ;
HENRICIs erstes Modell stammt aus dem Jahre 1873. Aufler dem schon ‘
erwihnten Modell hat er noch ein weiteres angefertigt, an dem zwei der i
konfokalen Flichen durch Stibe gelenkig mit einander verbunden sind. |
HENRICI nennt als am weiteren Ausbau der Theorie beteiligt: GREENHILL, ‘
CAYLEY, DARBOUX und MANNHEIM, fiir deren Arbeiten SCHUR }
(siehe Fufinote 5) die genauen Stellen angiebt. 4

) CAYLEY beweist diese Sitze auf analytisch-geometrischem Wege: Mess. of i
Math. VIII S. 51, 52. 1879 (in den math. papers XI S. 66, 67 abgedruckt). :
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iiber diese Flichenschar haben DaArRBoux') und MANNHEIM ?)
aufgestellt, insbesondere zeichnet sich des letzteren Arbeit durch
geometrische Beweisfiihrung und Reichhaltigkeit aus.

Spater hat Fr. ScHur®) auf das Auftreten solcher Hyper-
boloide in zwei affin aufeinander abgebildeten R&umen hinge-
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wiesen. Wie namlich eine einfache Uberlegung zeigt, wird durch .

irgend eine im Modell dargestellte Flache und durch eine in be-
liebiger Lage befindliche zweite solche Flache eine affine Abbildung
des Raumes der ersten auf den Raum der zweiten festgelegt; und
sind umgekehrt zwei beliebige affine Riume gegeben, so ist das
Auftreten solcher Hyperboloide nur an eine Bedingung der Reellitét
gekniipft. Die Hyperboloide sind dabei in beiden Raumen solche,
deren Erzeugende in der affinen Abbildung kongruente Geraden
zu Bildern haben.

Neuerdings hat L. BURMESTER die Eigenschaften dieser Mo-
delle einer eingehenden Untersuchung unterzogen und in eine all-
gemeine Theorie affiner raumlicher Systeme eingeordnet); auch
hat er die von A. BriLL aus Kartonkreisen hergestellten Modelle
der Fliachen zweiter Ordnung mit jenen in Verbindung gebracht.

Ein einfacher geometrischer Beweis fiir die Sdtze von HEN-
rici und GREENHILL wird durch Verkniipfung der Betrachtungen
von MANNHEIM (a. a. O. S. 189) mit denen von SCHUR (a. a. O.
S. 63) erhalten, doch soll hier nicht naher darauf eingegangen
werden.

Von den Abarten des einschaligen Hyperboloids ist das
hyperbolische Paraboloid schon frither erwihnt. Die Ubertrag-
barkeit des HENRIcIschen Satzes® auf dieses ist durch die Be-
wegungstihigkeit des BriLLschen Kartonmodells dargetan. (Man
vergleiche die vorige Abhandlung).

1) Cours de mécanique par M. DESPEYROUS avec des notes par M. G. DAR-
BOUX (1886) Note XVIIL

) MANNHEIM: Principes et dévéloppements de géométrie cinématique, Paris
1894 S. 1891f.

) SCHUR, FR. ,Die Deformation einer geradlinigen Fliche zweiten Grades
ohne Anderung der Lingen ihrer Geraden®. Zeitschr. fir Math. u. Phys,
S. 62 (1898).

# L. BURMESTER: ,Kinematisch-geometrische Theorie der Bewegung der
affin- verinderlichen, #hnlich-verinderlichen und starren rdumlichen oder
ebenen Systeme*. Zeitschr. fiir Math. u. Phys. XLVII S. 128 ff. (1902).

5) Einen einfachen analytischen Beweis des GREENHILL schen Satzes fiir das
hyperbolische Paraboloid gibt FR. SCHUR a. a. O. 8. 64. Zum geome-
trischen Beweis bediirfen fiir diese Fliche die MANNHEIM schen Betrach-
tungen einer nicht schwer anzugebenden Abinderung.
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Vergl. auch
Modell
Nr. 425 bis 430.

Modell Nr. 424.




Modell Nr. 423,

90 H WIENER.

Von dem Drehhyperboloid war ein Modell schon vor HEN-
Ricis Entdeckung in den Gebrauch des gewohnlichen Lebens
iibergegangen als verstellbares Blumentopfgitter. An diesem sind
Holzstdbe als Erzeugende verwendet und die Verbindungen
durch Nieten hergestellt, um deren Achsen sich die beiden ver-
bundenen Stdbe drehen kénnen. Die beiden Grenzlagen eines
derart beweglichen Drehhyperboloids sind geometrisch gesprochen
eine einzige Gerade, in die alle Erzeugende hineinfallen, als
Abart der Hyperbel und der Kreis als Abart der Ellipse. Die
Nietverbindung jenes Holzmodells ist so lange sicher, als man
es nicht zu weit aus der ersten Grenzlage entfernt, bei grofieren
Kriimmungen der Teile des Hyperboloids aber platzen die Ver-
bindungen leicht, denn der einzelne Stab des Modells ist keine
mathematische Gerade, sondern im besten Fall ein Zylinder, und
die Berithrstellen mit den Stiben der anderen Schar liegen auf
diesem Zylinder nicht in gerader Linie, sondern in einer ge-
schraubten Kurve, deren Torsion sich bei den Verbindungen des
Modells mitverdndert. In Folge dessen werden bei dieser Art der
Verbindung die Stdbe selbst tordiert.

Aus diesen Uberlegungen ist zu eninehmen, welche Forde-
rungen auch fiir den allgemeinen Fall an die Verbindungen der
Stdbe zu stellen sind, um die nétige Beweglichkeit und doch eine
grofere Festigkeit zu erzielen, als dies durch Verkniipfen mittels
Fadens moglich ist. Erstens miissen zwei Stibe an der Kreu-
zungsstelle eine Veridnderung ihres Winkels gestatten, also wie die
Schenkel eines Zirkels um eine zu beiden Stabachsen senkrechte
Drehachse beweglich sein, und zweitens mufl dem Beriihrpunkt
beider Stibe ein Herumwandern um jeden Stab — ohne Anderung
seines Abstandes von den Stabenden — ermoglicht werden.

Um dies zu erreichen, lasse ich jeden Stab an der Kreu-
zungsstelle drehbar, aber nicht verschiebbar, in einer zylindrischen
Hiilse laufen, wihrend die beiden Hiilsen so mit cinander ver-
nietet sind, dafl sie um eine Achse, die die beiden Zylinderachsen
senkrecht trifft, namlich um den Nietstift, drehbar bleiben.

Die Herstellung des Gelenkes geschieht so, dafl die etwa 2 mm
starken Metallstibe an den Kreuzungsstellen auf etwa 4 mm Breite einge-
frist werden; die darum zu legenden Hiilsen werden aus rechteckigen, in
der Mitte durchlochten Metallplittchen angefertigt, von denen zwei mit
einem durch die Lécher gesteckten feinen Stahlstift aufeinander genietet
werden, worauf jedes dieser Plittchen zur zylindrischen Hiilse gebogen
und um die Einkerbung des Stabes herum gelegt wird. (D. R. G. M.)
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Da die Hiilsen der Stabdicke angepaBt sind, so sind die
Gelenke am fertigen Modell kaum zu bemerken, um SO tiber-
raschender ist die gegenseitige Beweglichkeit zweier so verbun-
dener Stibe.

Trotz aller Beweglichkeit kann das Modell in den Grenz-
lagen nicht vollig in die Ebene gelegt werden, da am Umril die
vom Beriihrpunkt nach beiden Seiten laufenden Stabe sich iiber-
decken und durch ihre Dicke auftragen. Um das vdllige Aus-
breiten in die Ebene zu zeigen, habe ich ein Modell hergestellt,
bei dem das Hyperboloid an der Kehlellipse durchgeschnitten ge-
dacht und nur die eine Hilfte genommen ist. Dieses Modell
kann nicht nur vollig in die Ebene ausgebreitet werden, so da8
die Stibe einseitig eine Ellipse berithren, sondern es 1a88t sich
auch umstiilpen, so daf die innere®) Schar zur dufieren, die
duBere zur inneren wird. Man mufi sich dies so vorstellen, daB
die beiden Scharen von Stiben, wenn man zur Grenze, d. h. zu
unendlich diinnen Staben iibergeht, die zwischen ihnen gedachte
mathematische Fliche eines Hyperboloids beriihren; sobald diese
gedachte Fldche zur Ebene wird, ist (auch bei endlicher Dicke der
Stibe) keine der Scharen als innere oder #uflere bevorzugt, so
daf man das Modell aus dieser Lage ebenso gut nach der einen
wie nach der anderen Seite der Ebene hin als Hyperboloid aus-
biegen kann.

Auf dieselbe Weise hitte man das Modell auch durch die
Hauptebene, in der die Grenzhyperbel liegt, halbieren konnen und
hitte so eine Umstillpung durch die Hyperbel hindurch moglich

gemacht.

1) Im Sinne der projektiven Geometrie kann man beim einschaligen Hyper-
boloid nicht vom ,Inneren® sprechen, da von allen Punkten des Raumes
Beriihrkegel an es gelegt werden konnen. Die Fliche zeigt aber eine
Rohrenform, auf die man wohl die Bezeichnung innen und auflen unzwei-
deutig beziehen kann. Es liegen dann im Innern der Fliche alle unendlich
fernen Punkte, von denen keine unendlich fernen Flachentangenten ausgehen,
und alle endlich gelegenen Punkte, die von jenen unendlich fernen nicht

durch die Fliche getrennt sind.

Modell Nr. 422.



