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I. Zeichnung eines gendherten Netzes von Quellstromlinien und
Zirkulationsstromlinien und seine zeichmnerische Verbesserung.

(1) Herr Prof. Runge zeigt in seiner Abhandlung ') ,graphische Losung
o'u  0u

von Randwertaufgaben der Gleichung £ s 04, wie man auf
y :

einem praktischen Wege eine genidherte Zeichnung der Greenschen
Funktion eines gegebenen einfach zusammenhingenden Bereichs der Ebene
mit ihren Orthogonaltrajektorien erhalten kann. Im Anschlufl hieran gibt er
dann noch an, wie man die so gewonnene geniiherte Darstellung mit Hilfe eines
zeichnerisch-rechnerischen Verfahrens verbessern kann. Meine Aufgabe ist
es nun, ein Beispiel fiir dieses Verfahren praktisch durchzufiihren und iiber die
dabei gewonnenen Erfahrungen zu berichten. Zur Priifung des Ergebnisses soll
dann mit Hilfe des Schwartzschen alternierenden Verfahrens die Greensche
Funktion fiir den gegebenen Bereich auf einem anderen, unabhidngigen Wege
berechnet und schlieBlich die erhaltene Figur noch auf ein mechanisches Problem

angewandt werden.
(2) Wir wihlen als Bereich ein Kreuz, das

man aus finf gleichen Quadraten zusammensetzen
kann. Abb. 1. Die Seite eines solchen Quadrates sei

die Lingeneinheit. Wegen der vierfachen Symmetrie . 4
zerfillt die Figur in acht kongruente Trapeze, die im o - b
Mittelpunkte O zusammenstoBen. Diesen Punkt O -
wihlen wir als Quelle, sodaf wir nur ein Achtel
der Zeichnung zu entwerfen brauchen, das in einem
solchen Trapez enthalten ist. Von den 256 Quellstrom-
linien fallen 33 in dies Trapez, wenn man die beiden

#uBeren geraden Strecken, die von O zu der einsprin- Abb. 1.
genden Ecke und zu der Mitte der duBeren Quadratseite fithren, mitrechnet. Die

Einzeichnung des geniherten Netzes der Quell- und Zirkulationsstromlinien er-
folgt in der Weise, wie sie Gott. Nachr. 1911 S. 437/38 geschildert wird. Es
zeigt sich, daB die hierbei angewandte fortgesetzte Einschaltung einer mittleren
Netzlinie recht genau nach Augenmafl mbglich ist, ganz abgesehn von der guten
Hilfe, die einem dabei die Diagonalkurven leisten konnen (Gott. Nachr. S. 445/46).
Vermag man doch mit einiger Ubung allein durch Abschiitzen eine mittelgrofie

E b

1) Aus den Nachrichten der K. Ges. der Wissenschaften zu Gottingen, math.-phys. Klasse

1911. S. 431—448.
Rottsieper.
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Strecke bis auf 1 bis 2 v. H. zu hiilften, wahrscheinlich wegen des spiegelbild-
lichen Baues unseres Korpers und besonders unseres Augenpaares. Uberhaupt
ist die Zeichnung des Netzes eine Sache der Ubung und des Greschicks. Doch
wird der Blick bald fiir die weitere Teilbarkeit einer Masche in quadratiihnliche
Unterteile geschérft. Wenn man ferner nicht an Gummi spart, sieht man eben-
falls bald, wie die Verschiebungen der Netzkurven an der einen Stelle die
damit verkniipften Verschiebungen an einer andern Stelle bedingen und wie man
diese Abhingigkeit bei einer beabsichtigten Wirkung beriicksichtigen kann. Auf
diese Weise bekommt man dann verhiltnismiiBig schnell einen brauchbaren Aus-
gang fiir die weitere Verbesserung.

Es ist vorteilhaft, sich fiir die angewandte Einteilung von 27z in 2° = 256 Teile
Tifelehen der wichtigsten Funktionen zusammenzustellen, z. B. der trigonome-
trischen Funktionen und ihrer Logarithmen, zur Umwandlung der Vielfachen von
~2—25% in Grade oder Bogen und umgekehrt, von log Zan, n.log(¢), um sich
das hiufige Umformen der Zahlenwerte zum Gebrauch der gewdhnlichen Tafeln
2z
256
werden. Er entspricht einem achtel Strich der Seeleute. Es ist

360°
lr = 956

zu ersparen. KEin solcher Teil soll im Folgenden kurz als 1t bezeichnet

— 1330 = 140625 = 1024991 = % — 00245457,
27
1100

(3) Ein Netz der Greenschen Funktion und ihrer konjugierten
Funktion, das man in der besagten Weise durch zeichnerische Niherung ge-
wonnen hat, kann man aunf folgende Weise durch eine Zahl kennzeichnen.

Der gegebene Bereich 8, unser Kreuz, liege in der 2 — z + yi-Ebene. Durch
die Greensche Funktion mit ihrer konjugierten Funktion wird 8 konform aaf
den Einheitskreis & einer { = &+ 7i - Ebene abgebildet, in dessen Innerem dje
Kreise um { = 0 mit » = ¢’ die Zirkulationsstromlinien und die vom Nullpunkt
unter dem Winkel 7 ausgehenden Strahlen die Quellstromlinien bilden. (In Gitt.
Nachr. S. 431 ff. statt 2 G,.) Der Kreis ist damit das konforme Abbild cines
halben Parallelstreifens in der & = g+ /i-Ebene gemill der Zuordnung & = ¢+

Die Funktion z(¢), die & konform auf B abbildet, kann man sich in eine
Reihe entwickelt denken,

2= ct+el+c,l 4,4

Ein brauchbarer Niherungswert ist = 0,024545.

Fiir kleine § ist dann in erster Anndherung # = ¢, +¢, ¢, d. h. die Umgebung des
Nullpunktes der §-Ebene wird auf die Umgebung des Punktes ¢, in der z-Ebene
linear abgebildet; ist dabei ¢, = ¢ i e fo rl.eh‘%, so wird der Einheitskreis

der §-Ebene zu einem Kreise vom Halbmesser », gedehnt (und um den Winkel
h, gedreht). Den Halbmesser », dieses Kreises konnen wir als den Halbmesse.r
der ersten Niherung bezeichnen. Seine Griofie wird als ein Mittelwert dic
Art der gewonnenen Figur kennzeichnen, durch den man verschiedene Entyviirfe
miteinander vergleichen kann. In einfacher Weise kann man », als geometrisches
Mittel aus den Entfernungen des Quellpunktes von denjenigen Punkten finden,
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an denen die Quellstromlinien auf dem Rande miinden. Siehe (13). Diese Rand-
punkte migen im Folgenden kurz als Miindungen der Quellstromlinien
bezeichnet werden. Fiir die erste zeichnerische Nidherung ergab sich in unserm
Falle », = 0,912; spiiter ergab sich genauer » = 0,898. Man kann daraus
schlieBen, daB die Zeichnung bereits eine gute Anniherung dargestellt hat; das
zeigte sich nachher auch bei der weiteren Verbesserung.

(4) AuBer den in Gott. Nachr. 1911 S. 443 ff. angegebenen Mitteln zur
Priifung des gezeichneten Kurvennetzes kann man bei unserm Kreuz noch davon
Gebrauch machen, daB sich das gezeichnete Netz an gewissen Stellen an
ein Netz bestimmter Art anschmiegen muf. In der Umgebung des
Mittelpunktes muff es sich wie 2 = ¢,.§ = cx.cyu'"]”

. . ).02 U 1y .
spiiteren Berechnung ergibt sich z = 0,898.(:( 02454 (g" £ z), wenn wir ¢’ und A/

in z und 2 und y durch die Quadratseite messen. Am Rande sind die ein- und
ausspringenden Kcken solche Stellen. In der Nihe der einspringenden Ecken

verhalten. Aus der

muf das Netz der ¢g- und /i-Kurven sich dem von & = ¢(¢' —[—h’i)% anschmiegen,
abgesehen von einer Drehung und Verschiebung (Abb. 2). Bei den erwihnten

Einheiten ergibt sich spdter & = 0,00206 (g'—}—h’i)%. Nahe bei den aussprin-

genden Ecken haben wir 2 = c(g'+ i)f“, ¢ = 0,29 (Abb. 3). In der Mitte der
duBeren Quadratseiten ist ungefihr & = 0,137 (¢" + A'9).

Abb. 2. Abb. 3,

(3) Solch ein genaues Kurvennetz, das sich dem gezeichneten Netz an einer
bestimmten Stelle anschmiegen mufi, kann man zu einer Ausgleichung des
gezeichneten Netzes an der betreffenden Stelle benutzen. Zuniichst
kann man auf graphischem Wege, z. B. mit Hilfe von logarithmischem Koordi-
natenpapier, cinen Mittelwert der Konstanten ¢ aus der Zeichnung gewinnen

. ; i )
and dafiir das genaue Netz zeichnen, z. B. das Netz der Funktion 2' = ¢ (¢’ +h'i)*

— o.1". Dieses genaue ¥'-Netz legt man dann an der betreffenden Stelle, in
unserm Beispiel an der einspringenden Ecke, fiber das genihert gezeichnete Netz
der Funktion # = ¢+ hi und bildet das Netz der neuen Funktion

w = u+vi=~k—k = (¢—g)+@—nyq

indem man die Schnittpunkte der zueinander gehrigen Kurvenscharen in sinn-

gemiifier Weise miteinander verbindet. Dies Netz muB, wenn das i-Netz richtig
: h




Abb. 4.
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war, auch aus quadratischen Maschen bestehn. Im allgemeinen wird das aber
nicht der Fall sein. Wenn die Abweichung der Maschen des £-Netzes von Ao
qua(ll‘ELtiS(']lﬂll Grestalt auch nur eine geringe, vielleicht kaum bemerkbare ist, so
sind die dadurch hervorgerufenen Abweichungen des w-Netzes von der richtigen
Gestalt um so merklicher, je besser sich das %'-Netz an das %-Netz anschmiegt.
Man hat damit einen empfindlichen Anzeiger von Fehlern des k-Netzes gegzn
die richtige Maschenform. Umgekehrt kann man nun diese Anzeichen benutzen
um die Fehler zu bescitigen. Man sieht es den fehlerhaften Maschen des w—’
Netzes sogleich an, wie man sie am ungezwungensten verbessern kann, sodafl sie
qua,dratisch werden. Die damit verkniipften Anderungen des k-Netzes sind dann
meist so geringfiigig, dall sie nicht den ungezwungenen Anschluf an die benach-
barten Gebiete des Netzes zerstoren; sonst ist das bei der Anderung des w-
Netzes zu beriicksichtigen.

Auf diese Weise kann man die Maschen in einzelnen Teilgebieten des ganzen
Netzes fiir sich quadratisch machen. Es wiirde dann noch notwendig sein, die
einzelnen Gebiete miteinander in Einklang zu bringen. Da dies aber i a. zu
verwickelt wird, empfiehlt es sich, den ganzen Bereich mit einem ge-
nauen I'-Netz, das sich an einer Stelle dem gezeichneten %-Netz anschmiegt,
su bedecken und dann das zugehtrige Netz der Funktion w = I'—%& zu

zeichnen.
(6) Wir nehmen dazu wie in Gott. Nachr. 1911 S. 440 das Netz der Funktion

B = ¢ +Wi=1In (%), indem wir den Bereich B mit dem bekannten Netz der

gleichmittigen Kreise und Nullstrahlen bedecken. (Hier ist ¢, = 0 angenommen.)
Das auf diese Weise entstehende Netz der Funktion w = k' —F ist zu einem
Achtel in Abb. 4 dargestellt. (Hier sind die Maschen allerdings schon ver-
bessert.) Wenn wir so das '-Netz iiber den ganzen Bereich ausdehnen, bekommen
wir fiir die Schar der u-Kurven einen bestimmten Anhalt, denn am Rande hat
g einen bekannten Wert (g = 0); ¢ hat dort natiirlich auch bekannte Werte
und damit auch « = g'—g. Man kennt also die Punkte des Randes, an denen
die w-Kurven sozusagen befestigt sind, wobingegen sie im Innern von B ver-
schoben werden konnen. Dies und die Bedingung, daf die Quellstromlinien senk-
recht auf dem Rande aufsetzen miissen, ist bei der Verbesserung der Maschen
des w-Netzes zu beriicksichtigen.

(?) Um die in der Abb. 4 .
am Nullpunkt entste- 4
hende Zeichnung zu ver-
stehen, sieche Abb. 5, nehmen
wir an, die Funktion z =¢,§
+¢ ¢ fithre den Einheitskreis
der &-Ebene mit besserer An-
niherung in den gegebenen Be-
reich der z-Ebene iiber. Wie
der Bereich dann aussehen
miiBte, zeigt die Abb. 6. (Wegen
der Symmetrieverhiltnisse un-
seres Kreuzes kann # nur Glieder

3%3
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g+ enthalten.) Die Zirkulations- und Quellstromlinien in B stellen die Funktion

g+hi =k = In§ dar. In erster Annidherung ist 2 = ¢, § = clrzi‘.’; also ist
I' = In¢' diejenige Funktion, deren Netz sich bei # = 0 an das /k-Netz anschmiegt.
Damn ist w = &' —%k = In{ —In{ = ln(%) Da 2z = ¢,f = cl§(1+ Z” §‘), S0
e o (_CL)* ( 6_54)_1"1'4_,1 ) .
1stg—--1—i—6t§‘und'w_lng —_ln1+61§ T 2(“,§+ , in

‘y— £ —
der Nihe des Nullpunktes ist also w = —giﬁ‘ und § = \/-:i w, & = ¢\ (—' cwt;

4—- 1
in unserm Falle ist c,\/%‘— = 1,22, also ist 2 = 1,22 (u 4 vi)%.
5

(8) Wenn man die Anschmiegung des %'-Netzes an das /-Netz verstirkt,
wird das Netz der Funktion w — %' — % entsprechend empfindlicher. Allerdings
kann man die Gesetzmifiigkeit der Kurven dieses Netzes dann weniger leicht
iiberblicken. Die Maschen selbst werden, wenn man die Maschen der andern
beiden Netze nicht klein genug nimmt, verhdltnismiBig groB; solchen grofien
Kurvenvierecken sieht man es auch weniger gut an, ob sie sich in quadratische
Teilmaschen zerlegen lassen. Ebenso setzen die unvermeidlichen Zeichenfehler
dem angedeuteten zeichnerischen Verbesserungsverfahren eine Grenze.
Je besser die Anschmiegung der Netze ist, desto flacher werden auch die Schnitte
der Kurven und desto unsicherer die Lage des w-Netzes. Trotzdem konnen der-
artige Netze, die sich dem gesuchten anschmiegen, gute Dienste leisten, nament-
lich dann, wenn man die Funktion w in der im Abschnitt (18) angegebenen
Weise zur Berechnung des Stromlinienverlaufs aus den Quellstrommiindungen
beniitzt.

(99 Um ein genaues Kurvennetz zu erhalten, das fiir einen Bereich %'
gilt, dessen Rand %' sich dem gegebenen Rande R anschmiegt,
konnen wir so verfahren. Die in 8 angendhert gezeichneten Quellstromlinien
fir h=0, 7, 2v...(n—1)r mogenauf R in 7, 2, 7, ... 7, , aufsetzen. 2x — nr.
Sie sollen also den Ecken ¢, =/ﬁ, §, = €% & =¢"...f = ¢ des dem
Einheitskreise der ¢-Ebene eingeschriebenen regelmifigen n-Ecks (mit einer Ecke
in { = 1) entsprechen. Die Interpolationsformel von Lagrange gibt uns das
Mittel eine ganze rationale Funktion zu bestimmen, welche die genannten n
Punkte ¢, in die entsprechenden Z, iiberfilhrt. Der Einheitskreis geht dabei mit
seinem Rande in eine geschlossene Kurve R’ iiber, welche sich durch die #» Punkte
7z, auf R hindurchschlingelt und sich ® dabei mehr oder minder anschmiegt.

Diejenige ganze rationale Funktion, welche die ¢-Ebene so in die z-Ebene
umformt, daf ¢, = ¢ auf 7, fillt, « = 0,1, 2,... 0 —1, ist

1 oy > 274 gn =1
2(§) = " 201"‘5«‘3 ?:W
Wir finden ¢ also als arithmetisches Mittel aus den mit gewissen komplexen

-1

- : ati o 1 ) 70
Gewichten versehenen z,. Das Gewicht c‘“.—g——:e — lafit sich nach Potenzen von

¢ ordnen. Es ist nimlich
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y "1 g(}_“” "1 11,—:‘] i
a g — (4 ) — %{f(g.c @« 1).1;

' g_;ctz'lt' - gc—un’_lw
also ist
1 n—1 n—1 n—1 ;
L 2 b e PR pmupT ) — v
2O = el zﬂé-”ﬂ")— S 0.8
0 0 0
worin
1 n—1
Cp = — DeF, "
p= 2

ist. Wir setzen Z, = Z,+ ¥, {5 Cs = A+ Byt und " = cos (afr) — sin (¢fr) i ;
dann ist

1n— 1 B - .
4, = ~ e (z, . cos (efr) + ¥, .sin (afi7))
0
und
1n—=1 .
By = — Se(—z, . sin(ept) + 7. cos («fr)).
0
Setzt man weiter # = @ +yi und §{ = ¢ = I — ¢ (cosh+sink.i), so ist

n—1

2 =2@)+y@i=2al )+yl Wi = %ﬂ([Aﬂ+Bﬁi]-‘3”“-[COS(ﬁ’L) + sin (B1) 1)),

also
n—1

z(g, h) = 20:(3 (¢7 [Agcos (Bh) — Bysin (1)])

und
n—1

Yo, b) = %ﬁ(e"”’ [ Bscos (k) + Asin (BR))),

worin A, und B; die oben bestimmten arithmetischen Mittel sind. Diese Ent-
wicklung ist der Entwicklung des Poissonschen Integrals in eine Reihe und fiir
g = 0 der Fourierschen Reihe analog. Sie geht fiir » = oo unter der Bedin-
gung darin iiber, daf die Randpunkte ¢, = ¢ und 2, einander so zugeordnet
sind, wie es eine konforme Abbildung von @ auf B erfordert. Fiir diesen Fall
kann man zeigen, daf dann fiir beliebige positive ganze f die Gleichungen

9

27 27 2 27t
f z cos (Bl)dh =f ¥ sin(Bh)dl  und f y cos (ph)dh = —f Z sin (Bh)dh
0 0 0 0

gelten miissen. Fiir unser Kreuz bleiben wegen der mannigfachen Symmetrie
die Gleichungen

27T

21 27z
f y sin (3h) dh =f ysin(7h)ydh = - = y sin([4n+3)h) = - 0
0 0 0

I

27 2
bestehn. Die Integrale f 7 sin(Blk) dh und f ycos (Bk)dh verschwinden ndm-
0 0

lich fiir g = 2, 6,10 ... und g = 4, 8, 12 ... bei jeder beliebigen Funktion
y(h), wenn man nur die Symmetrieverhiltnisse unseres Bereichs beriicksichtigt.
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Nur fir § = 1, 5, 9 ... komnen die Integrale nicht verschwindende Werte
liefern. Die Anwendung dieser Formeln zur Priifu ng des gewonnenen
Netzes liegt dann nah, wenn man zar Berechnung des Netzes aus den Miin-
dungen der Quellstromlinien das in (11) erliuterte Verfahren anwendet, bei dem
man von den Koordinaten z (%) und % (h) dieser Randpunkte ausgeht.

(10) Nimmb man n = 8 wnd fiir 2, 5>, =20 ELEL b dio vier
Mitten der dufleren Quadratseiten nnseres Kreuzes und die vier cinspringenden
Ecken, so erhilt man z = 1,104+ 0,396.¢. Durch diese Umformung geht der
Einheitskreis der §-Ebene in ein Vierblatt iiber, das durch die er-
wihnten acht Punkte des Kreuzrandes geht. Das Netz der g-Kreise und /-
Strahlen im Einheitskreise wird dabei entsprechend mit umgeformt. (Abb. 6.)

Abb. 6.

Nehmen wir 64 Punkte, in jedem Achtel 8, die wir durch die spiitere Aus-
gleichung erhalten, dann bekommen wir die Funktion
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9 —

0.8004F -+ 0.2631¢ +0,12402" + 0,0805¢"
- 0,0023 87 4- 0,037 & + 0,0249 §% 40,0172 &
L 0,0102¢% 40,0053 £ 4+ 0,0009¢" — 0,0018£*
—0,0040¢* — 0,0050 £ — 0,0082 8 — 0,0004 ¢
Der BEinheitskreis geht durch diese Funktion in ein Kreuz iiber, das

qufen an den Armen star k abgerundet ist, aber sich an den einsprin-
genden Ecken, auf die es hauptsiichlich ankommt, schon recht gut anschmiegt.

(Abb. 7.)

Abb. 7.




II. Rechnerische Verbesserung des Netzes.

(11) Wenn das genéhert entworfene Netz der ¢- und /-Kurven in 8 in
der vorstehend besprochenen Weise zeichnerisch verbessert worden ist, kann
man daran gehen, es durch Rechnung weiter zu verbessern. Wie in
Gott. Nachr. 1911 8. 438 —440 gezeigt wird, kann man néimlich aus den auf
dem Rande % angenommenen Miindungen der Quellstromlinien das
zugehdrige g, h-Netz im Bereich 8 berechnen. Bei unserm Bereich,
der von lauter geraden Linien begrenzt wird, die zu den beiden Koordinaten-
achsen parallel laufen, empfiehlt es sich ein etwas abgeiindertes Verfahren anzu-
wenden. :

Die Miindungen der Quellstromlinien liefern auf ® eine /-Skala. Mit Hilfe
dieser Skala kinnen wir z. B. die y-Koordinate jedes Randpunktes als Funktion
seines i-Wertes in rechtwinkligen Koordinaten auftragen. Abb. 8a. (In derselben

115
p
ye |
othe 4,0
F(64r-A4))
Bc,f abc do,5
Y%
i
of 46+ 3 48¢ o dhebas ]
A -

Abb. 8.
Weise wie hier die Kurve y (k) kann man natiirlich auch z (/) gewinnen.) Bilden

wir nun das Mittel » (g, 1) = 21—75 f y(I)dl*, so ist dieser Mittelwert das y
g, b

desjenigen Netzpunktes, in dem sich die Quellstromlinie h und die Zirkulations-

. ] 1 P
stromlinie g schneiden. Genau so finden wir z(g, ) = e f z (k) dl* und
g, h

damit den genauen Ort des betreffenden Netzpunktes ausgedriickt in recht-
winkligen Koordinaten. In mechanischer Deutung heifit das: Der Punkt g, %

ist der Schwerpunkt der Miindungen aller von ihm ausgehenden Quellstrom-

linien. — Man sieht schon an der Gestalt der Kurven y (k) und z(h), warum
sich dieses Verfahren bei unserm Kreuz empfiehlt; die Integration wird eben
dadurch wesentlich erleichtert, daB die Kurven y (k) und 7 (k) lange Strecken
parallel der 7-Achse laufen. Sieh Abb. 8 u. 12.

(12) Diese Art der Berechnung der Netzpunkte stellt sich als ein beson-
derer Fall folgenden allgemeinen Verfahrens dar. Wir bedecken B
in der ¢-Ebene mit dem Netz einer innerhalb und auf dem Rande von 9B regu-
liren analytischen Funktion w = w+wvi. Die Komponenten # und v dieser
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Funktion haben auf dem Rande % von 3 bestimmte Werte w und ». Da u und
v als Komponenten ciner analytischen Funktion der Bedingung «f = 0 geniigen,
so konnen dic Werte w (g, /i) und v (g, k), die zu einem Punkte g, & in B gehoren,
~qus den Randwerten « und v durch die bekannte Mittelbildung berechnet werden,

w(g, h) = 217tf wdh* und v(g, k) = ‘)175_[ v dk*. Umgekehrt kann man

=

g, gs h

schliefen, daB der Schnittpunkt der Zirkulationsstromlinie g mit der Quellstrom-
linie 1 an der Stelle des u, v-Netzes liegt, wo » und v die berechneten Werte
w(g, h) und v (g, /) annehmen, Damit kann man die Lage jedes Netzpunktes g, b
im «, v-Netz berechnen und das zu den angenommenen Miindungen gehorige
Netz berechnen. In dem soeben (11) geschilderten Falle wiihlten wir einfach
w = z, also w = x und v = Y. — Als Erweiterung kommt noch hinzu, daf die
beiden Kurvenscharen » und v gar nicht einmal die Komponenten derselben
analytischen Funktion zu sein brauchen, sondern auch die Komponenten von
zwei verschiedenen derartigen Tunktionen sein konnen, jede muf nur fiir sich der
Differentialgleichung #f = 0 geniigen. Allerdings ist dann notwendig, daf das
Netz dabei eindeutig ist, insofern als jede u-Kurve jede v-Kurve nur einmal
schneidet.

(13) Besitzt man eins der oben angewandten Netze k' = g'+/'i, die sich
dem gezeichneten Netz der Funktion s — g+ hi an der Quelle so anschmiegen,
daB & und %' dort in derselben Weiseunendlich werden, so bleibt w = k'—k
dort endlich und kann das w-Netz zur Berechnung der Netzpunkte ge-
praucht werden. u(g, h) und v(g, k) findet man wie oben aus den Randwerten
% und v durch Integration und Division durch 2z, dann ist ¢’ = u+g und
j/ = v+h. Diese Berechnung empfiehlt sich deshalb, weil und 7 als Diffe-
renzen sich anschmiegender Netze nur kleine Werte annehmen. Allerdings muf
das I’-Netz genau gezeichnet vorliegen.

Wenn der vorgelegte Bereich B sich nicht weit von der Kreis-

XL

-k

oy T,

13 1=

Abb. 9.
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form entfernt, nimmt man einfach wie in Gott. Nachre. 1911 S, 431 . und

(6) k= ]nzz- = 1n—:_;+(q)'_ h)i, wo & = T.C}Pi und ¢, — ﬂk, _ M byt _ i',.t'hl )
l l .

ist. Durch Drehung kann man 4, = O machen (und nitigenfalls durch Ande- -

rung des Mafistabes In», = 0). Dann ist « = In -]ir—g und ¢ = ¢—/h und
r,

damit 4 = Inr—1Inr,, » = @—/, wo 7 und @ die Polarkoordinaten desjenigen

Randpunktes sind, wo die Quellstromlinie / miindet. Abb. 9. Dann bekommt

man durch die bekannte Mittelbildung aus diesen Randwerten wu (g, /) und v (g, /)

und daraus dann die Werte »(g, ) und ¢(g, #) des Netzpunktes g, /, niimlich

In%‘— = u(g, h)+g und ¢ = v(g, k) + k.
Anders ausgedriickt ist »(g, ) gleich dem geometrischen Mittel aus den Entfer-
nungen der zu dem Quellpunkt g,  gehorigen Miindungen vom Nullpunkt maul-
tipliziert mit ¢/. Der Mafistab », hebt sich links und rechts heraus. Ahnlich ist
¢ (9, #) gleich dem arithmetischen Mittel aus den Werten (¢ — /) der zugehirigen
Miindungen vermehrt um 4.

(14) Um den Mafistab »,, der schon oben (3) als Halbmesser der er-
sten Ndherung gebraucht wurde, zu bestimmen, iiberlegen wir Folgendes.
Nach (7) ist mit gréBerer Anniherung w = C.¢* also wird w = ' —k wie die
vierte Potenz von # bei # = O unendlich klein. In der Umgebung dieses Punktes

kann man also mit grofier Anniherung &t = k' oder g+ hi = ln—r—_g_((p —h,)i
rl

setzen. Demnach ist hier » = #,.¢/. Andererseits war nach dem vorigen Ab-
schnitt, wenn m das geometrische Mittel aus den Entfernungen: Nullpunkt —
Miindungen der Quellstromlinien, die von der Quelle g, # ausgehen, bedeutet,
r = m.¢. Also ist r, gleich diesem geometrischen Mittel fiir den Nullpunkt,
bzw. dessen Umgebung, da sich » hier nur sehr wenig dndert. /

(15) Es seien hier ein paar Worte iiber die Mittelbildungen

—21—;fudh* gesagt, wie sie praktisch bei der Berechnung der Netzpunkt,

ausgefiihrt werden (Gott. Nachr. 1911 S. 433—437). Diese Berechnungsweigq
liuft ja im Grunde genommen darauf hinaus, die Werte #, die auf dem Krejg.
rande als Funktion von % gegeben sind, an den Miindungen der vom Punkte p
ausgehenden Quellstromlinien abzulesen und zu einem arithmetischen Mittel zq-
sammenzufassen; dies Mittel ist dann, wie man leicht in den Abb. 10 und 11
verifizieren kann, der Wert von « in P. In diesen Abbildungen sind nimlich
zwei derartige Quellstrombilder auf die Kurvenschar einer Funktion u gelegt,
fiir die 4u = 0 ist.

Errichtet man senkrecht iiber dem Kreise einen Zylinder, so schneidet er
auf der durch die u-Kurven angedeuteten Fliche die Kurve # (%) aus. Schneidet
man diesen Zylinder lings einer Mantelgeraden auf und breitet ihn in der Ebene
aus, so bilden die Miindungspunkte der von P ausgehenden Quellstromlinien eine
Skala von Punkten, die mit 2* zu beziffern wiiren, wobei, bis auf eine Ver-

schiebung der Skala mit dem Nullpunkt nach einem Punkte /i = /,, Tan (:2"(/-)
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h
tan 5 A
— G ist. Gott. Nachr. 1911 S. 436/487 und (22). In Abb. 12 ist die
tan —;—

ausgebreitete Kurve jt(h) die in (11) gebrauchte Darstellung einer Koordi-
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nate, z. B. y(l), der Randpunkte, abhingig vom Quellstromlinienparameter A.
Die darunter liegende Skala ist fiir g = — 8¢ gezeichnet und liegt mit ihrem




Nullpunkt auf %, = 48¢. Der mit ihrer Hilfe zu berechnende Mittelwert
1 k'
ny(h)dh* wiirde also das y des Punktes — 8r)487 sein. (Hier sind 7 und

1*, wie immer bei der praktischen Anwendung, in Achtelstrich gemessen).

(16) Die Zeichnung der u(k)-Kurve spannt man am besten auf ecin liing-
liches ReiBlbrett, das unten eine parallel dem unteren Rande verlaufende scichte
Nut zur Aufnahme eines schmalen Papierstreifens besitzt, der die Skala der
Miindungspunkte tragen soll. Die Linge fiir 1r wiihlt man bequem, z. B. '/2 em.
Das Brett ist dann etwas fiber 64 cm lang; unsymmetrische Kurven miissen
allerdings in zwei verschiedene Teile zerlegt werden. Die Streifen mit den /*-
Skalen braucht man wegen ihrer Symmetrie nur zur Hilfte zu zeichnen. Man
kann sie dann der Lidnge nach in die beiden Teile zerschneiden.

Man befestigt den Streifen mit seinem Nullpunkt unter dem % derjenigen
Quellstromlinie, auf weleher der Punkt ¢,, #, liegt, fiir den man den Wert «
berechnen will. Dann muB man die Ordinaten iiber den einzelnen Punkten der
Skala ablesen und zusammenfiigen. Dabei verwendet man nach dem Vorgange
von v. Sanden?!) zweckmiBigerweise ein Mefiridchen, wie es zum Messen von
Strecken auf Karten und Plinen gebraucht wird. Dieses mifit die Ordinaten
und zidhlt sie selbsttdtig zusammen. Zur Fiihrung dient eine kurze, an der un-
teren Seite des Brettes zu verschiebende Reifschiene. Das von mir dabei be-
nutzte Rieflersche Instrument gab einen Fehler, der kleiner blieb als 19/,,. Es
war also fiir diese Zwecke vorziiglich geeignet.

Je nach der Genauigkeit, die man erstrebt, kann man die Ordinaten entweder
an den Skalenpunkten selber entnehmen oder, was besser ist, mitten zwischen
zwei Punkten. Noch besser schiitzt man mitten zwischen zwei Punkten opt.
sprechend der Simpsonschen Regel, bei groferem Abstande der Skalenpunkto
und merklicher Kriimmung der Kurve, die Erhebung der Kurve iiber die Sehm:
oder ihre Senkung unter sie und geht bis auf ein Drittel dieser Strecke gy dié
Kurve heran.

(17) Der Fehler des so bestimmten Mittels bewegt sich bei einemy
Wert von # — rd. 100 mm um 0,1 mm, wenn man sorgfiltig arbeitet. T, jqt
grofer am Rande, kleiner gegen die Mitte zu. Die Skalen fiir kleine lg] sind
nimlich bei /* = 1287 = 180° recht weit und geben dadurch zu Fehlern Anlag .
ebenso sind sie bei &* = 0 sehr eng, sodall man bier, um Zeit zu sparen, immer
mehrere Schritte zusammenfassen wird, wodurch dann allerdings der Fehler der
Einzelablesung entsprechend multipliziert wird, und nicht wie bei der gewihn-
lichen Fehlerfortpflanzung mit der Quadratwurzel aus der Anzahl der Ablesungen
wichst. Bei vielen Summanden gleichen sich die nach beiden Richtungen schwan-
kenden Abweichungen in der Summe zum Teil aus, und daher hat das Mittel
auch die verhiilltnismiBig hohe Genanigkeit, trotz der Grofie der Fehler der
Einzelablesung; so verhilt es sich bei einem weit genug im Innern liegenden
Punkte P. Von einem systematischen Fehler der Kurve u(#) mufl man dabei
natiirlich absehn. Ein Fehler von 0,1 mm des Mittels entspricht dann bei 256
— 16® Ablesungen einem 16 fachen Fehler der Einzelablesung, niimlich 1,6 mm,

1) v. Sanden: Uber den Auftrieb im natiirlichen Winde. Zeitschr. f. Math. u. Phys. 1912,
Bd. 61, S. 231.
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and das ist doch verhiiltnismdBig viel. Natiirlich ist der Fehler fiir kleinere
Werte # nicht in demselben Verhiltnis kleiner, also etwa von 10 mm /100 mm;
denn an seinem Entstehen wirken nicht entsprechend verkleinerte » mit eben-
solchen Fehlern mit, sondern er entsteht als Unterschied zweier grofier Werte
mit entsprechender Fehlergrife.

(18) Neben den durch die Dicke der Linien und die Unsicherheit ihrer Lage
bedingten IFehlern in der Ablesung der zu addierenden Werte kommen noch
andere Fehlerquellen in Betracht. Beispielsweise debnen und ziehen sich
die auf Papierstreifen gezeichneten Skalen unter dem Einfluf der Luftfeuchtig-
keit ganz merklich; ebenso wie die Zeichnung der Kurve u (/). Der im trockenen
Zustande 64 cm lange Halbstreifen bekommt bei starker Luftfeuchtigkeit leicht
eine Verlingerung von 1—2mm. Man kann den Zustand des Papiers ja leicht
entsprechend éndern, doch ist das Verfahren umstindlich und sind die Verzer-
rungen nicht im ganzen Papier proportional. Auflerdem gehen die Verlinge-
rungen durch Feuchtigkeit unter Umstiinden durch noch so scharfes Trocknen
nicht zuriick. Solang man also kein anderes Zeichenmaterial besitzt, wird man
die Genauigkeit nicht leicht weiter steigern, seien die Auftragevorrichtungen
auch noch so genau, z. B. beim Gebrauch eines Koordinatographen. Es empfiehlt
sich, eine Zeichnung, die aus verschiedenen Teilen besteht, moglichst hinterein-
ander bei denselben Papierzustinden zu machen.

Gegen den groben Fehler, der bei ofter notwendigen zeitweiligen Unter-
brechungen der Integration leicht vorkommt, daf man einen Skalenpunkt iiber-
schligt oder doppelt nimmt, schiitzt man sich am besten dadurch, daf man sich
eine bestimmte Arbeitsweise angewshnt.

(19) Nachdem man die Skalen berechnet und gezeichnet hat, kann man die
mehrfach auftretenden gleichartigen Rechnungen durch Herstellung von Tafeln,
Skalen und Nomogrammen vorweg erledigen. Wenn diese Vorbereitungen ge-
troffen sind, kann man eine solche Mittelbildung in 10 bis 20 Minuten ausfiihren.
Genaueres libt sich iiber die Schmelligkeit der Arbeit nicht aussagen,
denn sie ist, abgesehn von ﬁbung und Geschick, noch durch mancherlei anderes
bedingt. Zuniichst hiingt die Arbeitsgeschwindigkeit auch von der Form der
vorgelegten Funktion u(h) ab. Flachwellige Kurven lassen sich schneller bear-
beiten als solche mit Spitzen und steilen Tiirmen. Ebenso sind die Punkte nahe
am Rande schneller zu erledigen als die mehr in der Mitte gelegenen, da fiir
kleines |¢| bei /¥ = O eben mehrere Ordinaten zusammengenommen werden
konnen. Allerdings muB man dann wegen der Multiplikation etwas genauer ar-
beiten als sonst. Uberhaupt bestimmen die Anforderungen, welche an die Gre-
nauigkeit gestellt werden, die Arbeitsgeschwindigkeit naturgemifi recht stark.

(20) Wie man sieht, ist die Berechnung der Netzpunkte immerhin noch mit
einem gewissen Aufwand an Zeit verbunden. Manchmal kommt man aber auf
ecinem andern Wege etwas schneller zum Ziel, wenn man das ganze
Netz berechnen muf. Dann berechnet man mit Hilfe der 7*-Skalen nur die
Punkte einiger Zirkulationsstromlinien nah am Rande, welche die Ausbuchtungen
und Ecken des Randes noch fithlbar mitmachen. Eine Zirkulationsstromlinie,
welche sich der Kreisform schon mehr nibert, sehen wir dann als einen neuen
Rand an und entwickeln z (%) und y (k) nach Fourier. Dadurch bekommen wir
die Koeffizienten ciner Reihe zur Berechnung der Punkte im Innern. Dabei
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kann man mit Vorteil das von Herrn Prof. Runge in seinem Buche ,Theorie und
Praxis der Reihen“, § 17, dargestellte Verfahren anwenden. Neuerdings sind
fiir dieses Verfahren ausfiihrliche Rechnungsvordrucke erschienen’). Wir nehmen
eine Reihe von Werten z (k) bzw. y(k), d.h. die Koordinaten von Netzpunkten,
welche in regelmiBigen %-Schritten aof der Zirkulationsstromlinie aufeinander
folgen. Es geniigt nun schon eine kleine Zahl solcher Werte, um daraus die
angenitherte Darstellung einer Kurve zu bekommen, welche durch diese Punkte
geht und sich auch im iibrigen gut anschmiegt. Fiir den Randsaum hitte man
zu viel Glieder nehmen miissen, um die Punkte der ganzen Kurve einigermafien
genau zu bekommen. (Sieh z. B. die Entwicklung von »*(%) in Abschn. (47)).
Fiir das Innere des neuen Bereichs werden die Koeffizienten der Fourierschen
Reihe mit ¢/’ multipliziert, wo B der Reihenindex ist. Wegen des grofen Be-
trages der Exponenten g8 werden die Koeffizienten der Reihe fiir das Innere
von 8 bald sehr klein und die hier liegenden Punkte lassen sich schnell be-

rechnen. Es kommt dabei die Anschmiegung des Netzes &' = In-> zar Gel-

1

tung, die sich beim Gebrauch der Integrationsskalen micht eben erleichternd be-
merkbar machte.

(21) Die der Arbeit beiliegenden Zeichnungen sind zwar noch alle mit Hilfe
des im Vorigen beschriebenen Verfahrens hergestellt worden, doch soll hier noch
der Grundgedanke zu einem Integrator angegeben werden, der letzthin
nach meinen Angaben durch Herrn G. Bartels, Mechaniker in Gittingen, fiir das
Gottinger Institut fiir angewandte Mathematik fertiggestellt worden ist. Mit
Hilfe dieses Integrators kann man die Randwertaufgabe Ju = 0 fiir den Kreis
auf mechanischem Wege ldsen.

Zunidchst soll die auch fiir den Integrator wichtige Beziehung

h
tan _':2_

Tan (:2~q) = —— 3

tan —2‘

auf éinem anschaulichen Wege hergeleitet werden. Wir bilden 2y
. , -1 N

dem Zwecke den Einheitskreis der ¢- Ebene duarch 2" = E‘T;T auf die negativ-

reelle halbe 2'-Ebene ab. Sieh Abb. 13. Der Nullpunkt kommt dabei nach

o — —1 und der Kreis geht in die »'- Achse iiber. Setzt man némlich { = )

Bk—' 1 k 34 ¥y ] . I .
5 K Fan —: fiir & = hi also £ = i tan Anstatt die Rand-

2 ’ 2‘-
wertaufgabe am Kreise zu losen, kann man sie durch Eintragung der Werte

so ist 2 =

. ko .
lings der y'-Achse mit Hiilfe der zugehtrigen einfachen c.tan é—v-Skalcn lésen.

Hier sind die Integrationsgrenzen zwar y = % o00; trotzdem empfiehlt sich

1) C. Runge, Erlaut. d. Rechnungsformulars z Zerlegung einer empirisch - gegebenen perio-
dischen Funktion in Sinuswellen. Braunschweig, 1913, Fr. Vieweg u. Sohn.
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dieses Verfahren, wenn es sich darum handelt, u(g, %) fiir die Umgebung eines
Punktes nahe am Rande zu berechnen. Dann spielen die entfernteren » ja nur

Abb. 13.

eine geringe, abschitzbare Rolle. Die hierbei notwendigen Skalen 7*(%) sind
alle geometrisch ihnlich, da eben fiir alle Quellpunkte der Halbebene
die zugehdrigen g,/.-Netze einander dZhnlich werden. Durch ein

tan &
/ /,’/ ' L
; vl tan 3
P Rﬁ?\
1\1044»(:?)
You @) _tant
1 {1 tandk
2
Abb. 14.

~ Biischel von Strahlen, die von dem betreffenden Punkte 2 unter den Winkeln
TZ— mit der Nullrichtung ausgehen, werden die zugehdrigen Quellstrommiindungen
auf der y'-Achse ausgeschnitten.

(22) Wenn man in der Abb. 14 von der geometrischen Ahnlichkeit der

Netze fiir die Quellen P und P, Gebrauch macht, so erhilt man leicht die

Rottsieper. 9




Abb. 15.
h
L a ; .
Formel ‘?z,au( 5 ) = o Die geometrische Deutung dieser Formel
tan~2—

cd 3
ad _ e
be [ )
Abb. 16. Abb. 17.

liefert dann den mechanisch verwertbaren Zusammenhang zwi-
schen & und Z*. In Abb. 15 ist 04 = OB = 1 und OP = ¢/; dann ist das

p} ¥
B 1—¢ =Iml(

Teilverhiltnis des Durchmessers AB in P 4P = TTa

man eine andere Sehne ¢’ durch P und zeichnet das Sehnenviereck A(BQ', so
ist nach einem wenig bekannten elementaren Lehrsatz (siehe Abb. 16) dieses Teil-
PB _ QB.Q'B tan QAB tan } QOB

AP = A0 4 und dies weiter gleich tan QBA — tan} 0 OA"
Wenn also QOB = & ist, so ist @' 04 = I*,

P

-

verhiltnis

(.’). Zieht
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Ubertriigt man demnach (wie in Abb. 17) die in ¢ vorhandene Ordinate u
nach ¢' und macht das fiir den ganzen Kreis, so ist damit die Kurve u(4) zu
der (allerdings um = verschobenen) Kurve (/*) transformiert worden. «(/*) kann
man dann mit irgend einem Planimeter integrieren. Wenn man nun durch 2=z
dividiert, so bekommt man die mittlere Hohe von w(%*) und damit den Wert
von w in P.

(23) Diese Transformation ist leicht mechanisch zu verwirklichen.
Die Kurve u(h) wird auf eine -Walze gezeichnet. FEine andere /*-Walze glei-
cher Gestalt drehe sich um dieselbe Achse. Beide Walzen sind durch eine mit
einer Nut versehene Schiene zwangldufig mit einander verbunden. Diese S.chiene
hilt die drei Punkte P, @ und @' in gerader Linie; @ ist ein am Umfang der
J-Walze einstellbarer Punkt, P ein in beliebiger Entfernung vom Mittelpunkt
feststellbarer Zapfen und @' ein am Umfang der /*-Walze angebrachter fester
Punkt.

Verfolgt man mit einem Fahrstift, der am Anfang einer parallel zur Walzen-
achse verschiebbaren konstanten Strecke angebracht ist, die Kurve u (k) auf der
sich darunter drehenden /-Walze, so beschreibt ein Schreibstift am Ende dieser
Strecke auf der /*-Walze die transformierte Kurve w(/*). Diese Kurve braucht
dann nur noch planimetriert zu werden. An dem fiir das Gottinger Institut an-
gefertigten Integrator ist aber gleich das Planimeter eingebaut worden. Da-

Abb. 18.

2%k
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durch wurde die 7*-Walze tiberfliissig ; statt dessen konnte ein Laufring die 7*-
Bewegung erzeugen und an die Planimetereinrichtung weiter oeben. Diese be-
steht im wesentlichen aus einer Scheibe, die mit 4*-Bewegung lduft, und einem,
dem Coradischen Prézisionsplanimeter entnommenen MeBriidchen, das durch die
erwihnte verschiebbare Strecke in der Entfernung u von dem Mittelpunkt der
Scheibe gehalten wird, eben in derselben Entfernung wie der Fahrstift von der
h-Achse. Dadurch wird die Abrollung des MeBriidchens proportional / w dl*,
(Vergleiche die #hnliche Einrichtung des Wetli- Hansenschen Planimeters, be-
schrieben in Galle, math. Instrumente, Leipzig Teubner, 1912, Seite 81—82).

Der in Abb. 18 schematisch dargestellte Integrator liefert bei einem Walzen-
umfang von 128 cm und einer Walzenhthe von 30 cm Werte w fiir Punkte P, die
dem Rande des Bereiches 8 mnicht zu nah liegen, mit einer Genauigkeit von
+ Yoo mm und mehr und das in erheblich kiirzerer Zeit, als dies mit Hilfe der
I*-Skalen mdglich war. Dabei genieft man den Vorteil, jeden beliebigen Punkt
im Kreise, bis auf eine durch die Zapfendicke bedingte schmale Randzone, ein-
stellen zu konnen. Von den /*-Skalen hat man naturgemif nur solche fiir be-
stimmte runde g vorritig.

(24) Durch das oben beschriebene Verfahren kann man die Punkte des g, h-
Netzes natiirlich nur dann richtig erhalten, wenn die Verteilung der Miindungen
auf dem Rande richtig war, wenn also durch eine konforme Abbildung der Ein-
heitskreis der £-Ebene mit dem sein Inneres erfiillenden Netz der Funktion
g+hi=1In§ so in unsern gegebenen Bereich B umgeformt wird, daB dabei jeder
Punkt ¢ des Kreisumfangs an die Stelle (k) auf dem gegebenen Rande R fiillt,
wo die fiir  gezeichnete Quellstromlinie miindet. Im allgemeinen werden aber
bei der gendherten Zeichnung die Miindungen nicht genau an dieser Stelle liegen,
und daher wird das Quellstrombild, das man hieraus berechnet, auch gegen das
richtige, das einer solchen konformen Abbildung entspricht, in bestimmter Weise
verindert sein. Um diese Anderungen zu erkennen, wollen wir das g, 2-Netz
fiir eine Verteilung der Miindungen berechnen, die in bestimmter,
merklicher Weise von der richtigen Verteilung abweicht.

(25) Zunidchst nehmen wir eine Kurve (k) hzw. y(h), die aus lauter ge-
raden Strecken besteht. (In Abb. 8 die gestrichelte Linie ¢). Von dem daza ge-

2
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Abb. 19.
horigen Netz der Zirkulations- und Quellstromlinien enthiilt die Abb. 1.9 nur die
gestrichelt gezeichnete Zirkulationsstromlinie fiir g = —4r. », ist hier 1,144,
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Zum Vergleich diene, dali der erste zeichnerische Entwurf r, = 0,912 und die
spiitere Ausgleichung r, = 0,898 ergab. Man sieht, wie an der einspringenden

Fcke die Zirkulationsstromlinie sogar betriichtlich aus 8 heraustritt. Um dies
zu mildern, veriindern wir 2 (k) bzw. y(h) ein wenig, indem wir die geneigten
geraden Strecken ein wenig biegen. (Abb. 8b). Hier ist », = 1,055. Das zu-
gehorige Netz zeigt Abb. 19. Auch hier geht die Linie ¢y = —4r noch ein
wenig iiber den Bereich B hinaus. Dieser Fehler lift sich also in der ange-
wandten Weise nicht ganz beheben, dazu miissen auch die geradlinigen Stiicke
noch verindert werden. (Sieh Abb. Ba).

An dem falschen Netz Abb. 19 erkennen wir nun leicht das Folgende: Die
Maschen sind keineswegs Quadrate. Gegen die Mitte hin wird das allerdings
besser. Die Winkel sind schiefe, das Verhiiltnis der Seiten ist mehr oder we-
niger von 1:1 verschieden. Am Rande miinden die Quellstromlinien unter
schiefen Winkeln. Besonders an der einspringenden Ecke kann man von einer
eineindeutigen Zuordnung der Punkte von B und vom Einheitskreise & nicht
sprechen. Die Tliche des Kreises wird vielmehr so verzerrt, daB ein kleiner
Doppelsaum entsteht, der allerdings von der Ecke aus sclmell schmaler wird und
bald verschwindet. Dieser Saum muf natiirlich durch Anderung von Z (k) und
y (1) beseitigt werden.

(26) Man kann die Gestalt der Kurvenviereckeinnerhalb B, welche
den Quadraten der g +/u = J-Ebene entsprechen, in folgender Weise berechnen.

Die Komponenten dz = g% dh und dy = %(lh des kleinen Vektors
dz, der in der Richtung der Zirkulationsstromlinien zeigt, kann man
mit Hilfe der % (h*)-Skalen berechnen. Es ist, abgesehen von einer Verschiebung

der Kurve i%—
dh
I (h*)-Skale,

o 1 ptodz ., dy 1 [t=ay
— I e — h d —_— = —— S e
5 5 f 7 dl* und entsprechend = 5 L VR di*.

lings der %-Achse oder der entsprechenden Verschiebung der

Um die Komponenten dz = —?% dg und dy = %%dg des Vektors de, der

in der Richtung der Quellstromlinien zeigt, zu berechnen, ersetzen wir
(—g) durch den dazu gehtrigen Gudermannschen Winkel . Wie man y zeich-

nerisch bequem findet, zeigt Abb. 20. Es ist dann tan (—;—) = Tan (:2_!1.),

Yau F=tan k-

Abb. 20.
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dg dy (“ .’I) . (? )
B G i v Formel fiir (1*): — tan (2.
dy Gof g dg e Aus der Formel fiir /(h )“ “Ian 9 n (5
h an”
= e e lomitih MY sing 1 () _ cosy—cosh ‘
TRy DesOmMmE Man e == o yeosh T T (I —cosycosh)*
tan (T)

g gy . ;
Das Integral z = —2—7;f -~dk_dh dndert sich, wenn y um dy zunimmt, um
; —

ox
Wd% wo

dr: —1——f+n3c' _cosy—cosh ik

oy 2n 8 (1 —cos y cos h)®
ist. Entsprechend ist

oy 1 f"“", cos y — cos h

S 7 oL W

oy 2n J (I—cosycosh)y "’
abgesehen von einer Verschiebung der Kurven z (h) bzw. y (k) lings der h-Achse.

‘Durch partielle Integration findet man weiter, daB

8rs ol Y% dz - sink L

9 2z dh 1 —cosycosh
—“

ist. Braucht man den Wert %ﬁ nur fiir einige Punkte zu berechnen, so kann
/4

man die Funktion %-Sin  mit Hilfe der Skalen % (k*) zu integrieren, denn es ist

0z 1 +% az . sin y
= (—- sin /z)- T et M—, |
oy 2 sin p i \dh 1 —cosycosh

+= ;7=
ﬁ;—f (gl% sin ]z) Ak,
—7’

Fiir die Berechnung des Wertes %95 fir eine griofere Anzahl von Punktep
4

empfiehlt es sich aber, fiir die Umkehrung der Funktion
s , 4 : 1 — 08 y. R
f‘ . sin o dh _ In(1—cosycos k) e B B — aniopgss 2 {

—cosycosh cos y cos y

: : : oy R lx .
die Integrationsskalen zu zeichnen und mit ihrer Hilfe die Kurve ”1 zu inte-
h

L desi : o O 0
grieren. Ahnlich wie oben fiir 5;? und 6Z bekommt man dann

oz 1 +7 gz : oy 1 +% dy .,
6_7}- == “2;./-‘— ‘Cm'dlt und ‘é‘; == 27[ fn A i,

s dz o R ) . R
Wenn man die Kurve o auf durchsichtiges Papier zeichnet, die Zeichnung bej
)




ST

— 923 —

"' dem betrachteten /o senkrecht zur k-Achse knickt und so zusammenlegt, dafi beide
Teile der Zeichnung mit ihren /-Achsen zusammenfallen, so kann man die balbe
Arbeit sparen, indem man einfach die zwischen den Kurven liegenden Ordinaten-
stiicke (mit Beriicksichtigung ihrer Vorzeichen) zusammenfiigt.

(27) Bei der Anwendung dieses Verfahrens auf unser falsches
Netz finden wir z. B. beim Punkte —4)20 folgende Verhéltnisse. [Den Punkt
g = «, I == f# kann man zweckmiifig mit «)B bezeichnen. ¢) steht innen an
den Zirkulationsstromlinien angeschrieben, )i aufien an den Miindungen der Quell-
stromlinien). Die Liingeneinheit sei wieder die Quadratseite. KEs empfiehlt sich
bei den Rechnungen dieses Abschnitts . als Bogen zu messen, bei den Differen-
tialquotienten werden die Uberlegungen sonst umstdndlich. Es ergibt sich bei

ox oy . Oz _ oy .
— 4)20: -aj = 1,893 I = 0,47; 5 = —1,18; S 0,18. Das Rechteck mit

den Seiten dg und dh wird also durch die Integrale

1 T i O
5 f z dk* und o f y dh*

— -

auf ein schiefwinkliges Parallelogramm abgebildet mit Winkeln von rd. 120° und
60° und einem Seitenverhiiltnis 0,61dy:1,2dk oder rd. %4 -g% Einem Quadrat
der J:-Ebene, wenn also dg = dh ist, entspricht dann ein Parallelogramm mit
dem Seitenverhiiltnis von rd. Y/s. Dies stimmt, wie man sieht, mit den Verhdlt-
nissen der Zeichnung (Abb. 19) gut iiberein.

28) In der Nihe des Randes werden die Punkte der A'-Skala bei

" 1
| J, — O sehr eng. Daher empfiehlt es sich hier, das Integral f in die beiden
—7TT
) 2r—0
Teile f + zu zerlegen, in dem kleinen Intervall —d <Ak <<+4 die
—a Yy

Kurve durch ihre Schmiegungsparabel zu ersetzen:

da" == — —rm ]L‘: —uw h3
—_— == xo-{-xo.h+xo E—Y'{‘ﬂ')o *8—'+'

und gliedweise zu integrieren. Dabei sieht man, dal aus Symmetriegriinden in
dem so zerlegten Integral

+9 4z in hd . +é in
f e emagh das erste Glied 7, f n Bk
_s dh 1—cosycosh s 1—cosycosh

wie alle folgenden Glieder mit geraden Potenzen von h verschwinden. Das

_, (T hsinkdh .
zweite Teilintegral z; f »—Iwiﬁl——rr—l— O __ ist bis anf Glieder zweiter Ordnung
_s l—cosycos h

von p und dritter Ordnung von d gleich 4z/ ..
(29) Fiir den Rand selber ist daher bis auf GroBen dritter Ordnung

von o (nz'im]ich + % 2z —x))+-- )




Sl
‘ 2w—0 -
g_x = .21_(f %dk’+4§;.a).
¥ % \J, s
Zur Integration gebraucht man hier die Skala . = arc cos (1 — ¢/) oder bequemer

% = l;—logc—-log V2. Auf diese Weise findet man z B. fiiv den Punkt

0 : '
0)12 T;% = — 1,06 und gg = —0,89, woraus sich fiir den Miindungswinkel rd.
—130° ergibt. (Sieh auch hierzu Abb. 19). Dort, wo der Saum an der einsprin-

log sin

génden Ecke beginnt, mufl der Miindungswinkel 0° sein. Bei 0)28 ist g: = — 0,06

0 : :
und -é% = 40,63, sodaB sich fiir den Miindungswinkel noch rd. — 5" ergibt.

Dazwischen (nah bei 0)23) ist der Miindungswinkel irgendwo —90°, wie er es
iiberall sein sollte. Fiir 0)30 findet man g; = +0,12, %% = +40,50. Der Miin-

dungswinkel ist also rd. 13!/2°, die Quellstromlinie geht daher von dem Rand-
punkte aus zunichst nach auflen. Der Saum beginnt also zwischen / = 28z und
i = 30z, ist also verhiltnismédBig kurz.

(80) Am Rande, wo y = 0 ist, ist dy = dg. Sollen die dort ent-
stehenden Kurvenvierecke, die zu gleichen dg und d gehiren, Qua-
drate sein, so mufl %;? — %% und g—g = —% sein. Dies ist ein inte-
ressantes Priifungs- und Verbesserungsmittel fiir die angenommenen Funktionen
z (1) und ¥ (k). Man kann damit die eine aus der anderen berechnen. Man findet

durch die in den vorigen Abschnitten gezeigte Integration aus z () gﬁ_ Da
v

dies gleich %— sein muB, so findet man daraus y (k). Umgekehrt bekommt mayp
[

aus y (h) g_i o —%:/% und daraus z (1). Auch die in (9) hergeleiteten Glei-

chungen zur Priifung des Netzes sagen ja nichts anderes aus, als daB man aus
der Entwicklung von z (k) nach Fourier die von y (%) ableiten kann, daf eben
bei richtiger Verteilung der Miindungen y und z von einander abhiingig sind.

(31) Solange allerdings das Netz so fiithlbar falsch ist wie das der
Abb. 19, kann man die notwendigsten Verbesserungen aus ihm
selbst entnehmen. Dabei ist Folgendes zu beachten. Verschiebt man die
Miindungsstelle einiger benachbarter Quellstromlinien » und dndert dement-
sprechend die ganze Umgebung der Stelle 2 in den Kurven « (/)
und y (h), so wird dadurch das Bild in der Nidhe der Quelle kaum verdndert
und in der Nzhe des Randes an einer weit davon entfernten Stelle noch we-
niger. In der unmittelbaren Nihe der geiinderten Stelle dagegen nehmen die
anzubringenden Anderungen fast das Aussehn einer Parallelverschiebung lings
des Randes an. Wenn man nimlich die Differenzen zwischen den zuniichst an-
genommenen und den verinderten Koordinaten bildet und daraus mit Hilfe der
J*-Skalen die zugehtrigen Anderungen im Innern von B berechnet, so sieht man,
daf bei geniigender Kleinheit der Verschiebungen auf dem Rande die Rich-

e

et
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tung und der segenseitige Abstand der Zirkulationsstrom-
linien mahe am Rande nur verhdltnismifBig wenig geidndert wird.
Die unweit des Randes gelegenen Netzpunkte verschieben sich auf den hier dem
Rande fast parallel laufenden Zirkulationsstromlinien. Bei grioferen Anderungen
bleibt dies Verhiiltnis im Grofien und Ganzen auch bestehen. Daher bilden die
Zirkulationsstromlinien einen guten Anhalt fiir die Art, wie das Netz spéter aus-
sehen mul.

Der erste Schritt der Verbesserung ist daher der, daf man von der
Quelle aus unter den alten Winkeln neue Quell-Stromlinien ausgehen ld6t,
welche die berechneten Zirkulationsstromlinien unter rechten
Winkeln schneiden. Ein Entwurf derselben bei unserer Abb. 19 lieferte
eine erheblich bessere Verteilung der Miindungen, die den zufilllig recht genauen
Wert r, = 0,89 ergab. Die Richtung, nach der die dem Rande nah gelegenen
Stiicke der Quellstromlinien verschoben werden miissen, erkennt man oft schon
an den Winkeln, welche sie mit dem Rande bilden. Man muf sie i. a. nach der
Seite hin verschieben, nach der sie sich zum Rande hin neigen. Die nah am
Rande gelegenen Teile werden eben stirker von der Verschiebung beeinflufit als
die entfernteren, sodaf der Winkel durch eine Verschiebung der Miindungen nach
dieser Seite hin mehr einem rechten gendhert wird.

(32) Wie vorhin angedeutet wurde, berechnet man das zu den neuen
Miindungen gehorige Netz am besten durch die kleinen Anderungen
die an den einzelnen Punkten anzubringen sind. Die Kurven 4% (l) und y(h)
kinnen dabei in groferem MaBstab gezeichnet werden. Dann braucht die Inte-
gration nicht so sorgfiltig ausgefithrt zu werden. Manchmal erkennt man schon
iiberschlagend die sich ergebenden Anderungen und kann umgekehrt auf die not-
wendige Verschiebung der Quellstromlinien schliefen, die notwendig ist, um eine
gewisse Anderung des Netzes zu erzielen.

Auf diese Weise erhilt man recht bald ein Netz, das in erster Anniherung
geniigt. Will man aber weiter verbessern, so stellt sich der Ubelstand heraus,
daf die Lage der Orthogonaltrajektorien unter Umstéinden recht unsicher sein
kann, und zwar um so mehr, als man sich von der Quelle entfernt und je flacher
die Zirkulationsstromlinien sind. Daher empfiehlt es sich, nun auf einem andern
Wege weiter zu gehn. — Weil sich die nah am Rande verlaufenden Zirku-
lationsstromlinien nur noch wenig #@ndern, so kann man zwischen
sweibenachbarten derartigen Linien nach dem Verfahren in Gott. Nachr.
1911, S. 446 unten, diejenigen Orthogonaltrajektorien zeichnen, die
den Streifen in eine Kette von Quadraten zerlegen. Allerdings
werden sich bei einer solchen langen Folge einzelner zeichnerischer Mafinahmen
die Fehler hiufen. Man kann aber meist etwas ausgleichen. Man geht von zweil
Stellen aus, deren A-Wert man aus irgendwelchen Griinden, z. B. aus Griinden
der Symmetrie, kennt, aufeinander zu und gleicht dann den Unterschied, der
sich beim Zusammentreffen ergibt, mach beiden Seiten hin aus, proportional den
abzuschiitzenden Fehlerquellen; dazu gehoren z. B. die verschiedene Linge der
Wege, grifere oder geringere Weite des Streifens und mehr oder weniger grofie
Abweichung der den Streifen begrenzenden Zirkulationsstromlinien vom Gleichlauf.

(33) Dieses zeichnerische Verfahren a6t sich dann noch durch das
in (28, 29) dargestellte rechnerische Verfahren verfeinern. — Um das
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Einzeichnen der Orthogonaltrajektorien genauer machen zu kinnen,

des Randes, z. B. als

. - . . [/
zeichnet man irgend eine Darstellung der Richtung (/‘/
£

dy .
- gleich dem

Funktion der Bogenldnge und sucht diejenigen Punkte auf, wo - =

berechneten Werte —%—:% ist. Das kann man natiirlich auch fiir irgend eine
Zirkulationsstromlinie machen. Die Genaunigkeit dieses Verfahrens hiingt aber,
wie schon erwihnt wurde, sehr stark von der Kriimmung des Randes oder der
betreffenden Zirkulationsstromlinie ab und ist an den geraden Stellen wie bei
unserm Rande unbrauchbar. Daher miissen wir hier das zweite Verfahren, das
Einteilen eines Streifens am Rande in Quadrate, rechnerisch aus-
gestalten. Nach dem in (26) angegebenen Verfahren kann man an jeder Stelle
in B das unendlich kleine Parallellogramm berechnen. auf das ein Quadrat der
g +i-Ebene mit den Seiten dy = dh abgebildet wird. Die Breite d/ des Streifens
zwischen den beiden Zirkulationsstromlinien fiir ¢ und ¢ +dy ist dann gleich der
Hiohe dieseses Parallelogramms, néimlich

e 0y 08 0Y
oh Oy 9y oh

b = ——-:a___:":‘z‘:, - :é':_‘ = (25
& b/
\/(ah) +(6h)
wo dy = — -9 ist. Sind aber die Kurvenschnitte schon fast rechtwinkli
@Di 9 8

so kann man mit Anndherang db gleich der Seite des Parallelogramms setzen,

die ein Stiickchen einer Quellstromlinie ist; also db = — V( g;)—f- (Z;) —@(;;L{/

Wenn nun der Streifen in lauter kleine Quadrate eingeteilt werden soll, so muf
db gleich dem Abstande ds zweier Quellstromlinien 72 und %+ d/ sein, also
TN [0y \

L Ve (67/_) : s

—_— = — — und damit & = —@ofg: | ———-———. So be-

ah @Ufg /6.L 2 (6_!/ 2
V(EJ(3)

kommt man % als Funktion der Bogenlinge auf der Zirkulationsstromlinie und

kann die Punkte bestimmen, wo diese Linien von den Quellstromlinien geschnitten

: 0 oy .
werden. Am Rande ist es ganz entsprechend; 76{ und ()',/ kann man hier nach
4 4

(28 und 29) berechnen, €ofy = 1. — Erstreckt man die Integration iiber die
ganze Zirkulationsstromlinie, so muff das Integral 2z = 2567 ergeben. Im all-
gemeinen wird sich im Integrationsergebnis davon eine kleine Abweichung zeigen.
Diese Abweichung kann man dann iiber den ganzen Umlauf verteilen. Dadurch
werden die Fehler etwas ausgeglichen. Bei unserm Kreuz braucht man nur iiber

ein Achtel zu integrieren. Es muf} sich dann Z = 32t ergeben.

(34) In dieser Weise kann man die Verbesserung so weit treiben, wie es
die halb zeichnerische Natur des Verfahrens zulifit. Wenn man aber, wie bei
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uns, eine Zeichnung des Netzes der ersten Berechnung zugrunde legt, die schon
auf zeichnerischem Wege eine erhebliche Genauigkeit erhalten hatte, so hat man
in wenigen Schritten diese Grenze erreicht. Das in Abb. 21 dargestellte Netz
ist auf solchem Wege gewonnen worden (r, = 0,89%). Einen Uberblick iiber
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Abb, 22,

das ganze Netz gewihrt Abb. 22. Die umgekehrte Abbildung, die des Kreuzes
auf den Kreis zeigt Abb. 23.

III. Berechnung des Netzes mit Hilfe des Schwarzschen alternierenden
: Verfahrens.

(35) Bei unserm Kreuz sind wir imstande, das in der vorstehenden
Weise gewonnene g, i-Netz auf einem andern, unabhiingigenWege
zu berechnen und damit das erste Ergebnis zu priifen. Wenn man
nimlich 2 Rechtecke vom Seitenverhiiltnis 3:1 quer iibereinanderlegt, sodafl die
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Mittelpunkte aufeinander fallen, so erhiilt man das aus fiinf Quadraten bestehende
Kreuz. In diesen Rechtecken kann man mit Hilfe elliptischer Integrale die

D E D
E [AXL T
FOSOA/
X /
N
_,,,\\“ 0
A
B C
B
0 [ 1A

Abb. 23.

Greensche Funktion g mit ihrer konjugierten A berechnen und dann mit Hilfe
des von Schwarz!) angegebenen abwechselnden [,alternierenden“] Ver-
fahrens die zu beliebigen, auf dem Rande des Kreuzes gegebenen Werten
geh‘drige w im Innern berechnen, sodaf Ju = o ist. Das Verfahren liefert natiir-
lich nur endliche «. Doch kann man auf dhnlichem Wege auch die im Mittel-
punkt unendlich werdende und auf dem Rande verschwindende Funktion g des
Kreuzes berechnen, indem man &hnlich wie in (13) den Unterschied zwischen
g und einer an dieser Stelle in derselben Weise unendlich werdenden Funktion
der Berechnung unterwirft. Wenn man némlich fiir verschiedene Belegungen
des Randes die zugehorigen Werte im Innern des zusammengesetaten Bereiches
zu bestimmen hat, empfiehlt es sich, gleich die Greensche Funktion des zusammen-
gesetzten Bereiches mit Hilfe des Schwarzschen Verfahrens zu bestimmen, um
nicht fiir jede neue Belegung das Schwarzsche Verfahren noch einmal von vorn
anwenden zu miissen.

(36) Der Bereich B mige in allgemeiner Weise wie in Abb. 24
durch Ubereinanderlagern zweier einfacher Bereiche B, und B,
entstehen. & besteht dann aus einem doppelt bedeckten Gebiete © und den

1) H. A. Schwarz, Ges. math, Abhand., Berlin 1890, Bd. II, 8. 1831t
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Restgebieten 8, — D und B,—D. Die Riinder 9, und N, sind mit ihren beiden
dufleren Teilen A, und A, an der Bildung des Randes M beteiligt, die andern
Randteile 3, und J, liegen im Innern von 8 und begrenzen das Doppelgebiet ®.

Abb. 24,

Dann verliuft das Schwarzsche Verfahren bekanntlich so: Auf 9 seien
die Randwerte ¢ einer in B harmonischen Funktion ¢ gegeben. Man kann nun
@ in B angenihert z. B. darch Kurven ¢ = Const. darstellen. Dann ist ¢ auf
R, bekannt, und zwar auf A, genau und auf J, genihert. Aus diesen Rand-
werten berechnet man die zugehorigen Werte im Innern von 8, mit Hilfe des
Netzes g, +/,¢ in B, und hiermit auch die Werte von ¢ anf J,. Mit diesen
Werten und den genauen auf %, kann man in derselben Weise ¢ in 8, also auch
auf J, in B, berechnen. Da auf diese neuen Werte von ¢ auf §, alle auf R
gegebenen Werte @ verbessernd gewirkt haben, so sind sie den wahren Werten
schon niher als die zuerst angenommenen, geniherten Werte. Fiihren wir diese
abwechselnde Berechnung von ¢ auf 3, und &, weiter aus, so verliert sich der

- EinfluB der Fehler der ersten Anniherung immer mehr, und zwar um so schneller,

je weiter J, und 3, von einander entfernt sind. Das wird besonders anschaulich,
wenn man das Verhalten des Unterschiedes & zwischen den jeweilig berechneten
fehlerhaften ¢ und den genauen @ bei diesem Verfahren ins Auge faft und @
als dritte Koordinate tiber der Ebene von B deutet. Dieser Unterschied @ ist
lings des ganzen Randes O und lidngs §, gleich den dort bei der Annahme der
geniherten Werte gemachten Fehlern. In die dadurch bestimmte, sich iiber L
erhebende Raumkurve und %, ist dann die @ darstellende Fliche ecinzuhiingen,
sodal 4P = O ist. Diese Fliche bestimmt senkrecht iiber J, eine flachere
Raumkurve; in sie und ¥, ist eine neue @-Fliche einzuhiingen, die senkrecht
iiber J, eine neue, noch flachere Raumkurve bestimmt, u.s. w. Man sieht dann,
dafl die abwechselnd eingehdngten Flichen sich immer mehr der Ebene niihern
miissen.

(37) Um nun die in 2=0 logarithmisch unendlich werdende und
auf ® verschwindende harmonische Funktion ¢ in 8 mit Hilfe des Schwarz-

p r
schen Verfahrens zu berechnen, kénnte man ¢ = g—In - nechmen. Es
0«

ist jedoch zweckméifBiger, die Funktion In z den Bereichen 8, und 8, dadurch

anzupassen, dafl man den von dieser Funktion ausgefiillten Einheitskreis auf 9,
und B, abbildet. Dann erhilt man ja das Netz der g- und /-Kurven in 9, und
B,, die wir als bekannt voraussetzten. Die gemeinsame Quelle soll dabei an der
Stelle z = 0 in dem Doppelgebiet D liegen. In B, stellen die Kurven die Funktion
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J:, = ¢,+N,i und in B, k, = ¢,+ 1, dar. Das in B gesuchte Netz stellt entsprechend
die Funktion & = ¢ -/ dar. Die Unterschiede w, = &, —% und w, =k, — £ sind
analytische Funktionen, die in B, bzw. B, endlich bleiben. Ihre reellen Kompo-
nenten u, = gy, —g und «, = g, —g geniigen der Laplaceschen Differentialgleichung
Ju = 0 und kionnen daher aus den Randwerten in B, bzw. 8, berechnet werden.
Da g, auf ®,, also ¥, und J,, und ¢ auf A, verschwindet, so verschwindet u, auf
9, und nimmt auf §, die negativen dort vorhandenen Werte g an; ebenfalls ver-
schwindet #«, auf %, und wird auf J, gleich —g. Man sieht, wie auf diese Weise
die w-Kurven ecine lange Strecke mit der Abszissenachse zusammenfallen; die

Integration wird dadurch wesentlich abgekiirzt. Wenn wir In(c) als Hilfs-

funktion genommen hitten, wire das nicht der Fall gewesen.

(38) Aus einem zeichnerischen Entwurf der g- und 2-Kurven in 8 entnimmt
man die geniherten Werte g auf . Aus diesen und den Werten », = 0 auf
9, kann man dann in B, die zugehorigen Werte #, und hieraus g = g, —wu, mit
Hﬂfe des ¢,, -Netzes belechnen Die sich auf dlese Weise ergebenden Werte
g auf J, benutzt man mit den Werten u, = 0 auf U, zur Berechnung von u,
und hieraus ¢ = g,—u, in B, und damit auch auf J,. Diese neuen Werte g
auf §, benutzt man dann als Ausgang fiir eine Wiederholung dieser Rechnung,
die man so oft vornimmt, bis sich keine merklichen Anderungen der
Werte mehr ergeben. Dies stellt sich in unserm Fall sehr schnell ein.
In der Abb. 25 sind die zuerst angenommenen Werte g durch die gestrichelte

251
ik (k) zs-0,(R)
20z

15

{(1}4

0 A IR 32t 48t i 08z
Abb. 25.

Linie, die durch die erste Berechnung gefundenen durch die strichpunktierte
Linie und die sich schlieflich ergebenden Werte durch die ausgezogene Linie
dargestellt. Man erkennt, wie nah die erste berechnete Kurve schon an der
schlieBlich berechneten liegt; die zweite wiirde in der Zeichnung schon kaum
mehr von der letzten zu unterscheiden sein. Mit der dritten konnten wir in
unserm Fall aufhoren, da die weiteren Berechnungen ganz unregelmifig verteilte
kleine Abweichungen ergaben, die sich aus den Fehlerquellen des Verfahrens
erkliren liefen. Mit diesen Endwerten von », auf J, und denen fiir w, auf S,
kann man die zugehorigen Werte «, in B, und », in B, berechnen und daraus
g = g,—u, und g = ¢g,—u, finden. Die im Doppelgebiet D auf zweifache Weise
berechenbaren Werte konnen als Priifmittel fiir die Richtigkeit der Rechnung

dienen.




_ 539 _

Bei der Integration miissen die Werte «, natiirlich als Funktion von 7,
gegeben sein. Um die u,-Werte auf J, zu berechnen, miissen wir die g,, h,-
Koordinaten der Punkte auf &, kennen, und da wir nur fiir bestimmte Werte
g, Integrationsskalen vorrdtig haben, so muf man die Funktion /, (g,) auf J,
kennen, um zu ersehen, auf welches #, die betreffende ¢ -Skala einzustellen ist.
Die so erhaltenen Werte , bzw. ¢ miissen dann als Funktion von /, aufgetragen
werden; dazno muf man die Funktion /,(h,) auf §, benutzen. Entsprechend ge-
braucht man auf dem Riickweg #,(g,) auf I, und % (4,) fir J,. Wegen der Sym-
metrie unseres Kreuzes zur Geraden xz = y fallen hier 1, (g,) auf J, mit 7,(g,)
auf &, und Ak, (k) auf J, mit 7,(h,) auf 3§, zusammen.

Fiir die Berechnung der g-Werte in den dufleren Quadraten un-
seres Kreuzes ist es bequemer, das Netz der ¢g- und /-Kurven des Qua-
drates zur Hilfe zu nehmen, sich Abb. 26, da das ¢ des Kreuzes nur auf dem

Abb, 26.

vierten Teil des Randes bei einem solchen Quadrat von Null verschieden ist, die |
Kurve u(h) sich also nur eine verhiltnismiifig kurze Strecke iiber die /-Achse /
E

e
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erhebt. Dadurch wird die Integration bedeutend abgekiirzt; auflerdem braucht
man dann das g, /-Netz des Rechtecks in dieser (egend nicht zu berechnen,
Das ist niimlich bei schmalen Rechtecken nur mit verhéltnisméfig grofem Auf-
wand von Rechnung méglich.

In die so berechneten Werte ¢ fiir die Punkte des Bereichs B miissen dann
noch nach bekanntem Verfahren (mit Hilfe von Profilen) die Zirkulationsstrom-
linien fiir runde Werte von ¢ eingeschaltet werden. Die Quellstromlinien
findet man dann wie oben (31) als die Orthogonaltrajektorien der Zir-
kulationsstromlinien. Um die Miindungen auf dem Rande dabei etwas
genauer zu erhalten, mufl man ebenfalls wie in (32) das Verfahren Gétt. Nachr.
1911 S. 446 anwenden, um zwischen zwei Zirkulationsstromlinien nahe am Rande
eine Einteilung in lauter Quadrate zu erhalten. Zur weiteren Verbesserung
kapn man dann noch das Verfahren in (6) anwenden. Hier hat man die wich-
tige Stiitze, dab die w-Kurven festliegen. Die »-Kurven miissen damit qua-
dratische Maschen bilden; zu ihrer Zeichnung kann wieder das soeben erwidhnte
Verfahren (Gott. Nachr. S. 446) dienen. Wenn wir danach die /-Kurven legen,
so wissen wir, daB die Fehler dieser Linien dann i. a. kleiner sind als die
der v-Kurven. Geniigt einem diese Genauigkeit noch nicht, so kann man zu
der erhaltenen Miindungsverteilung die Kurven (/) und y (k) bilden, hierzu
wie in (29) g% und g—;y, berechnen und daraus wie in (33) g—g fiir den Rand
finden. Die Integration liefert dann eine genauere Abhingigkeit & (s).

Das Netz, das wir auf diese Weise erhielten, stimmte hinreichend mit dem
ersten Netz iiberein, wie zu erwarten war. Die gute Ubereinstimmung in
der Mitte zeigt sich auch darin, da der Halbmesser'der ersten Nédhe-
rung sich als r, = 0,899 ergab, d. h. daf in der Mitte das Netz in erster An-

niherung durch g+ /¢ = In 0—8393 dargestellt wird. Das erste Netz hatte

r, = 0,898. NaturgemiB zeigten sich nahe am Rande in den &#uflersten Teilen
der Arme des Kreuzes geringfiigige Abweichungen ohne regelmifiigen Gang.
Doch spielen diese Fehler, die iiberdies in die GroSenordnung der Zeichenfehler
hineingehirten, nachher bei der Anwendung kaum eine Rolle, da sie fiir die
wichtigeren mittleren Gebiete gar nicht mehr in Betracht kommen.

(39) Um die Tragweite des Schwarzschen Gedankens darzutun,
sollen kurz noch eine Anwendung und eine Erweiterung angedeutet werden.

Es ist leicht moglich, daff der gegebene Bereich B so gestaltet ist, daf man
ihn zwar nicht durch Ubereinanderlagern von Hilfsbereichen mit bekanntem g, /-
Netz entstehen lassen kann, daf man aber doch zwei solche Hilfsbereiche B,
und B, in den Bereich % so hineinlegen kann, daf sich die Rénder ®,
und R, dem Rande® von®B einigermalen anschmiegen und im Innern
ein gemeinsames Doppelgebiet haben. Dort, wo die Hilfsréinder %, und ®, dem
Rande % nahe liegen, werden die angenihert gezeichneten u-Kurven noch ver-
hiltnismifig kleine Fehler aufweisen. Nimmt man diese kleinen Fehler zunichst
in Kauf, so kann man die zugehorigen Werte im Innern von 8, und 8, mit Hilfe
des Schwarzschen Verfahrens so weit ausgleichen, daB sie innerhalb des zusam-
mengesetzten Hilfsbereichs wenigstens der Differentialgleichung &« = 0 gehorchen.
Riickwirts wird man dann aus dem Verlauf der w-Kurven in den Hilfsbereichen
3
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schliefen kénnen, wie die gendherten Randwerte auf den Hilfsriindern zu ver-
dndern sind, damit die zu ihnen gehiorigen u-Kurven in die richtigen Randpunkte
auf R miinden. Es ist dann vorteilhaft, zuniichst mit Hilfe des vorhin in (37 u.
.38) entwickelten Verfahrens das g, k-Netz im zusammengesctzten Hilfsbereich zu
berechnen, da man das Berechnungsverfahren im Hilfsbereich doch meist mehrere
Male augfithren muf.

Ferner vermag man mit Anwendung des abwechselnden Verfahrens die
Randwertaufgabe fiir #u =0 in doppelt oder mehrfachzusammen-
hingenden Gebieten zu Igsen. Zerschneidet man z B. den ringférmigen
Bereich 8 der Abb. 27 lidngs einer Kurve ', sodaB er zu einem einfach zu-
sammenhiéngenden Bereich 8’ wird, so sind die Werte « auf dem Rande des
unzerschnittenen Bereichs, auf ®; und %,, genau vorgeschricben, auf ¢’ kann
man sie gendhert angeben; damit ist « auf dem Rande von B’ gegeben. Dann
kann man die zugehdrigen Werte im Innern von 8B' nach dem geschilderten Ver-
fahren berechnen, also auch auf einer andern Kurve (", welche 8 in einen

@ i
(-K+Ki) (K (K+K1)
¢ e B
%,
o S | lo F o, 1a
oﬁ [ ek o (K 4Ki)
I’:",;éu |
o : !
i D IE A
R h) () ()
Abb. 27. Abb. 28,

andern einfach zusammenhédngenden Bereich B verwandelt. Die Werte auf C~
werden, wenn C” wie hier weit von C'' entfernt liegt, nur wenig von den Fehlern
auf C' beeinfluft. Weiter kann man dann riickwiirts mit diesen berechneten
Werten auf C” die zugehorigen Werte in 8" also auch die auf €’ berechnen,
Diese neuen Werte sind der Ausgang zu einer Wiederholung des Verfahrens,
das man i, a. nur wenige Male anzuwenden braucht, um in den Werten auf den
Kurven C keine Anderungen mehr zu bekommen. Damit kann man die Werte
im ganzen Bereich bestimmen.

Bei mehrfach zusammenhingenden Bereichen sind die beiden Schnitte €' und
C” so zu fithren, dal zwei verschiedene einfach zusammenhiingende Bereiche
entstehen. Dann kann man wie soeben verfahren.

IV. Berechnung des Netzes im Rechteck.

(40) Wir wollen jetzt noch das g, ~1-Netz des oben (35 fI.) gebrauchten
Rechtecks mit dem Seitenverhidltnis 1:3 berechnen und zeichnen.

: {i
Durch die Umkehrung des elliptischen Integrals = = f s

w
e e o -:~‘L£_"
o Vi—w' V1 —w'sin’

w = snz, wird das halbe, positiv imaginiire Periodenrechteck, in Abb. 28 ABCD,
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mit den Ecken z = + K, + K+ K'.i auf die halbe, positiv-imaginiire w-Ebene
abgebildet. Dabei kommt der Mittelpunkt # = § K'¢ nach dem Punkte w = .

sine

= wi; der Teil EABG der Umrandung geht in die positiv-reelle Achse iiber

und der Teil EDCG in die negativ-reelle Achse. Durch § = m:;w wird die
ut + w

Halbebene dann weiter auf den Einheitskreis der {-Ebene abgebildet. Der Punkt

w = pi kommt dabei nach § = 0, die reelle w-Achse geht in den Umfang des

Einheitskreises ¢ = ¢ iiber. — Umgekehrt ist w = ui- 1 g, und wenn man
¢ = M = ¢ getzt, w = iang

Da das Rechteck das Seitenverhiltnis 3:1 haben soll, so muf sich K: K’
wie 3: 2. verhalten. Aus der bekannten Formel Ing = % ergibt sich dann

z. B. in Jahnke-Emdes Funktionentafeln ¢ = 0,1231; « = 68°32', sin« = 0,9300,
K = 2,4416 und K' = 1,6277. Um die Punkte in den vom Mittelpunkt weiter
abliegenden Teilen einigermafien richtig zu bekommen, gebraucht man « und K
genauer. Mit Benutzung der Wittschen Hilfstafeln zur Berechnung von K und
E (Astron. Nachr. 165, 33—50) findet man durch schrittweise Niherung o =
68°32'9",8, sina = 0,9306181, cose = 0,3659154, K = 2,441621, K' = 1,627747

oo GE
’g .

(41) Zerlegt man mit Hilfe des Additionssatzes der elliptischen
Funktionen w = u+vi = snz= sn(x+yi) in die beiden Komponenten,
so erhdlt man

sn (x, sine)dn (y, cos«) o = (y, cos &) dn (x, sine) cn (%, sine) cr (y, cosa)

w = -

1 —sn*(y, cosa) dn®(z, sina)’ 1 —sn’(y, cos o) dn® (z, sine)

— _— 2
Weiter ist { = wi—w o — (W 40"+ 2upi i

— 2y (.2 2
wi W (6 0 F 2om , oder wenn man u’+ («* 4 ¢*)

= ¢, und p’'— (W' +0°) = ¢, setzt, { = E+ i = p -|-022'0M ” _*_”gw ¢ und tanh
1 1
= _;l = 2:‘“, g = yIn(g+%’) = LIn(g+4’p’) —In(c, 4+ 2vy). — Wenn man

so g und A fiir eine Reihe von Punkten im Rechteck berechnet hat, kann man
durch Profile die Lage der Linien fiir runde Werte von g und 4, der Stromlinien,
feststellen. Auf diese Weise ist das Netz der Abb. 29 entstanden.

(42) Wenn man im Besitz des oben, (21)—(23), beschriebenen Integrators
ist, empfichlt es sich, die Netzpunkte wie in (11) aus den Miindungen
der Quellstromlinien am Rande zu berechnen. Die Lage der Miin-
dungen ist verhdltnismifig einfach zu bestimmen:

Auf dem Teil EA des Rechtecksrandes, der mit der z-Achse zusammenfillt,

ist 0 <7h = 62,5367. Da ¢ = ¢"ist, so ergibt sich fiir w=+ y,icm-lg— = ptan —’21

Setzen wir dies gleich snz = sing, so konnen wir aus der Tafel der Werte

7(9) ——f VI —sin*g. sin*«

" — z bestimmen. Da fiir

3*




Abb. 29.




BT

_ 387 _—

die eke F9 2 — K und ¢ = =x/2 ist, so gilt fiir das zugehdrige & tank Eoail
w

2

— \sine. Tiir unser « findet man den eben angegebenen Wert h = 62,536 7.
Auf dem zweiten Randteil AF, wo z = K ist, ist 62,636t = h = 64r.

e h 5y 3
Hier ist auch w = uptan;, Andererseits ist w = su(K +yi) = sn (y, cosa) =

sing’. Daraus bekommt man ¢'(4) und y = F(¢’, cosa).

Die Schnittpunkte der Zirkulationsstromlinien mit den Mittellinien des
Rechtecks kann man auch auf einfache Weise mit Hilfe der F-Tafel bestimmen.
Die Schnitte auf der langen Mittellinie OF findet man am einfachsten durch

Einfihrung eines Hilfswinkels ¢!}, Es sei Vsing = tan{g und siny = g:u;ﬁ,
Goig
tan%
dann ist sing = —— . Daraus findet man ¢ und =z = I'(¢).
tan5
2
Auf der kurzen Mittellinie OF, wo « = 0 ist, bekommt man ¢' aus tang
Tan%
— _7——75— und dazu y = F(¢', cos ).
tan';)

(43) Noch einfacher wird die Berechnung, wenn man die grofie Uber-
einstimmung unseres Netzes mit dem des Parallelstreifens benutzt.
Die in Abb. 30 zusammengestellten Netze stimmen in den gezeichneten Teilen
fast bis auf Griofen iiberein, die man als Zeichenfehler ansehen konnte. Wir
iiberdecken daher das Rechteck mit dem gleichbreiten Parallelstreifen und lassen
von der gemeinsamen Quelle die Quellstromlinien zum Rande gehn. Sind die
Koordinaten der Miindungen ‘beim Rechteck z (k) und y(k), die beim Parallel-
streifen z'() und %' (), so kann man mit Hilfe der l*-Skalen oder des Integra-
tors aus den Unterschieden #z —z' und y —y’ die Verschiebungen z—2’ und
y —y' berechnen, die notwendig sind, um von einer Stelle 2', y' im Netz des
Parallelstreifens zu der entsprechenden im Netz des Rechtecks zu kommen. Da
diese Unterschiede fast durchweg sehr klein sind, so kann man die Kurven der
Randwerte # —z' und ¥ —y' in groBem Mafstab zeichnen und braucht nicht so
behutsam zu integrieren.

Das Netz im Parallelstreifen erhilt man auf geometrischem
Wege am bequemsten. Man kann den Parallelstreifen als das konforme Abbild
der Halbkugel auffassen; die Breiten- und die Liingenkreise bilden sich dabei
nach der bekannten Merkatorschen Projektion als zwei Scharen paralleler Geraden
ab, die man leicht einzeichnen kann. Andererseits kann man ebenfalls den
Rinheitskreis als konformes Abbild der Halbkugel auffassen, wo sich die Breiten-
und Liingenkreise nach der bekannten stereographischen Projektion als zwel
Kreisscharen abbilden, die man ebenfalls leicht zeichnen kamn. In denselben
Finheitskreis kann man nun das Bild der Funktion & = g+ i = In{ mit den
belannten %-Strahlen und g-Kreisen einzeichnen und dann diese Figur punktweise

1) Nach einer freundlichen Mitteilung von Herrn E. Lipken, Gottingen.
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mit Hilfe der geographischen Koordinaten an die entsprechenden Stellen des

Streifens iibertragen. (Abb. 30b.)
Um die Miindungen der Quellstromlinien genau zu bekommen, iiber-

analytisch

legen wir uns, wie die Abbildung zustande kommt,

a, RERES o,
Abb. 301,

Abb. 30a.

‘Bei unserm elliptischen Integral (40) wird das abgebildete Rechteck
= in den oben an depr

mit

zunehmendem o immer ldnger und geht fiir « =

s
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z-Achse gelegenen Parallelstreifen von der Breite —g tiber; fiir « = _g
: , w' dw , , e? —1
wird das Integral zu " = 3 = WZanw', alsow’ = Tan e’ = ——
o 1—w & +1 !
, 1 140’ . ) 4 . ,
(,z = Q—lnl_”_,). Da hier 2 = a0 nach w' = i kommt, so muB die
y !
positiv - imaginiire halbe w'- Ebene durch § = i_{_:g, auf das Innere des Ein-
heitskreises der &-Ebene abgebildet werden. Umgekehrt ist o' = z}lg und
1—|—tank
filr ¢ = ¢" 'zr’—~c'-~1—_~(']i = tan s und &' = L In L i Int bEK
1—'ta,n“§

— z’. Das ist ja die von der Merkatorschen Projektion her bekamnte Dar-

stellung.

(44) Um aber die Verhdltnisse in der Ndhe der kurzen Seite
unseres Rechtecks zu bekommen, miissen wir ein anderes Verfahren ein-
schlagen. Wenn wir niimlich das Rechteck auf die schmale Seite stellen, so be-
kommen wir zur Bestimmung von & Ing = —m- i}f = — 6z, also ein sehr kleines

» s
¢, sodaB wir mit grofer Annidherung sine = de 2 — 477" setzen konnen.
Dann wird sine = 0,000321 auch noch sehr klein. Bei der konformen Abbil-
dung durch das elliptische Integral mit diesem kleinen sine werden sich daher
die Verhiltnisse im Rechteck nicht wesentlich von dem IFalle unterscheiden, wo
If' Z . - 2
« = 0 ist, das Integral also zu 2" = f v —\/—l(iT = arcsinw” wird. Durch die
—w
0
Umkehrung #” = sinz” wird das unendlich hohe Rechteck von der Breite =
oder der Halbstreifen auf die positiv-imagindre w’-Ebene abgebildet. Der
Quellpunkt 2" = y;-i kommt dabei nach w’ = Gin yr.i = wi. Die Eckpunkte
;" = + /2 kommen nach «” = +1, die beiden Senkrechten z” = + x/2 werden
nach rechts und links auf die reelle u’- Achse herunter geklappt; dabei gehen
- 2 e Q
die senkrechten Geraden in die Hyperbeln (S.Hl ) —-( v ) = 1 und die wage-

Inx cos z”

—3

" 2 " 2
rechten Strecken innerhalb des Streifens in die Ellipsen (@:i y") +<@§1y”) =1

mit denselben Bremnpunkten +1 iiber. Diese Kurven sind leicht zu zeichnen
oder punktweise zu berechnen aus u” = sinz”.&oiy” und ¢" = cosz”. Siny"

In dieses Netz iibertragen wir die Figur & = In¢ im Einheitskreis durch

11— . k y :

w” = wi 'j?% = w.ian?. Wir erhalten dann das auch in Abb. 13 dar-
gestellte Netz von Kreisen, deren Mittelpunkte und Halbmesser sich zeichnerisch
und rechnerisch leicht bestimmen lassen. Es ist », = u.Cofcc(—g), fiir M,
2 = 0, y = wCot(—g) und r, = w.cosech, fir M, 2" = —ucoth, y" = 0.
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Dieses Netz kann dann mit Hilfe des +”, y”- Netzes in den Halbstreifen iiber-
tragen werden.
Die Miindungen der Quellkurven lassen sich auch hier leicht berechnen,

=

5 , . ., . h
Auf dem wagerechten Randstiick ist z” = arcsinu” = arcsin{u .tan ) und auf
; P

dem senkrechten Rande y” = %t Cof (y. . taméA ) Um das /& der nach der Ecke
gehenden Quellkurve zu finden, setzen wir tam-éL = :L

Nun kinnen wir wie in (43) durch Integration leicht die Verschiebungen
berechnen, die man notwendig hat, um aus dem Netz fiir den Halbstreifen das-
jenige fiir das Rechteck zu bekommen. Wir bilden wieder die Unterschiede
z—x" und y—y"” und berechnen die dazu im Innern gehirigen Werte z— 2"
und y—y". Wenn wir das wirklich bei unserm Rechteck ausfithren, sehen wir,
daB die Unterschiede im rechten unteren Viertel des auf der kleinen Seite ste-
henden Rechtecks derartig klein sind, dal wir das gewonnene Netz fiir den
Halbstreifen in diesem Teil der Fldche ruhig dem fiir das Rechteck
gleichsetzen kinnen. Schon im ungiinstigsten Falle, in dem des Quadrates,
betragen die grioften Abweichungen beider Figuren am senkrechten Rande (bis
zur Hohe %, der Quelle) nor rund 2!/:°/ von der Quadratseite (x). Bei dem
Seitenverhiltnis 2:1 sind die gréfiten Abweichungen nur noch rund 1 %oo; beide
Figuren zeigen also eine Ubereinstimmung in dem gekennzeichneten Viertel-
rechteck, die in vielen Fillen schon ausreicht. Bei unserm Rechteck 1:3 sind
die Abweichungen gar nur */200%/00, also ganz belanglos. Wir kionnen also in dem
Viertelrechteck, das g, h-Netz durch dasjenige des Halbstreifens ersetzen.

Es sei nur noch gesagt, wo die Zirkulationsstromlinien die 4"-Achse schneiden.

Man bekommt fiir =0 und { = ¢, v" = ,LLIan( ’-’»), Giny" = @iny;’.Ian(:—'(!)

2 2
und daraus y".

(45) = Fiir das in (38) gebrauchte und in Abb. 26 dargestellte g, /-Netz
des Quadrates bestimmt man sine leicht dadurch, daB man fiir das & der
nach der Ecke gehenden Quellstromlinie aus Symmetriegriinden 7 = =/4 setst.
Nach (42) ist ja tan —Z— = Vsine, also sing = tan® —f—;— = 3-\V2 = 0,171573,
« = 9°52'45” 4. Nach Witt (angefithrt in Abschnitt (40)) ist bis « = 24° bis
2 secg {secw, daher K = 15825885 und K' = 2K
= 8,165077. Das Netz der ¢, h-Linien berechnet man dann nach einem der
vorhin entwickelten Verfahren; das in Abb. 26 dargestellte wurde nach dem
Verfahren von (11) berechnet.

auf 7 Stellen genau X =

V. Anwendung des erhaltenen Netzes zur Losung einer Aufgabe
aus der Mechanik.

(46) Das gewonnene g-, h-Netz im Kreuz soll nun anch noch zur
Liésung einer Aufgabe aus der Mechanik und zwar aus der Elastizitiits-
lehre benutzt werden. Die zu losende Differentialgleichung wird allerdings

RS
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u — (' heiBen. Ihre Lisung liBt sich bekanntlich durch einen einfachen Kunst-
griff auf die Lisung der Differentialgleichung Ju = 0 zuriickfiithren.

Der gegebene Bereich B sei der Querschnitt eines gewalzten
Stabes, der aus einem gleichartigen, elastischen Stoffe besteht. Durch Mo-
mente, die an dem Ende des Stabes angreifen, werde eine Verwin-
dung um die Liingsachse hervorgerufen. Die dadurch in den Querschnitten her-
vorgerufenen Spannungen kann man sich in der mannigfaltigsten Weise anschaulich
machen. (Siehe z. B. die betreffenden Abschnitte in Foppls technischer Mechanik
Bd. III und V, sowie Prandtls Aufsatz in dem Jahresbericht der dt. Math.-Ver.
1904 S. 31/36). Wir beschriinken uns auf die folgende Veranschaulichung: Die
Spannungslinien in B, d. h. diejenigen Kurven, welche in jedem Punkte die
Richtung der resultierenden Schubspannung v = 7,+7,.¢ = 7,47, .t haben,
kann man auch als Hohenlinien eines sich iiber 8 erhebenden Hiigels
ansehen.

Tiir die Komponenten der Schubspannung gelten bekanntlich die beiden Dif-
ferentialgleichungen (1) dive = % + %} =0 und (2) rot v = %z~ L2 %Zt = 269,
wo G der Schubelastizititsmodul und & die Verwindung der Léngeneinheit ist.
Wegen (1) kinnen wir 7, = % und 7, == —g—z setzen, wo u mach (2) der

o*u 0w

Diff.-Gl. (3) 4u = 55+ %

. '3 Fr = 2G% = O geniigt. Hat man u» derartig be-

stimmt, daf (3) befriedigt wird, dann ist gradu = g;+g—z .7 das Gefill der

u-Fliche, und der um 90° im positiven Sinn gedrehte Gradient, der dann in der
. 3 . ou  ou . g :

Richtung der Linie u-Const. zeigt, —6—;4—6—;1 = g,+r,i =7, gerade die re-

sultierende Schubspannung.
(47) Es handelt sich also darum, fiir unser Kreuz die Differential-

gleichung 4u = C zu lésen. Da die Schubspannungen am Rande % tan-
gential verlaufen miissen, so muB auf R « = Const. z. B. O sein; v mufl danach

auf R verschwinden. Nehmen wir die Funktion U = O‘v—li = C(;),

o ist 4U = C fiir die ganze Ebene, aber auf dem Rande ® ist U i a. von
Null verschieden, da es eben gleich dem C-fachen Quadrat der halben Entfer-
nung der betreffenden Randpunkte vom Nullpunkt sein muf. Berechnet man
aber eine Funktion f, die auf ® diese Werte der Funktion U an-
pnimmt und in B der Differentialgleichung 4f = 0 geniigt, so ver-
schwindet UU—f auf R und in B ist 4 (U—f) = 4U—4f = . U—f ist also
die gesuchte Funktion w. Man paft sozusagen die allgemeine Funktion U, die
der gegebenen Differentialgleichung o4 U = C geniigt, den gegebenen Randwerten
auf ® an, indem man von U eine Hilfsfunktion f subtrahiert, die auf % die
Abweichung der U-Randwerte von den geforderten annimmt und in B eine ver-

schwindende -Ableitung hat.
Wir entwickeln zur Bestimmung von f in B f auf dem Rande oder

U = *(h (ﬁ nach Fourier und gewinnen daraus leicht die Darstellung fiir
( 1 g g




das Innere von 8. Allerdings muf man dabei wegen der nahe am Rande lie-
genden Punkte sehr weit gehen. Wir finden

1 f () = r*(h) = 0,915+ 0,596 cos (44) 40,317 cos (Bh) + 0,213 cos (12 1)
T : + 0,140 cos (16 /) + 0,094 cos(204) + 0,061 cos (24 /)
+ 0,039 cos (281) + 0,019cos (324) + 0,007 cos (36 4)
— 0,004 cos (40/7) —0,012cos (44 /) — 0,019 cos (48%)
— 0,024 cos (62/) — 0,027 cos (56 k) — 0,026 cos (60 k)
— 0,023 cos (64/) —0,017cos (6584) — 0,011 cos (72 4)
— 0,006 cos (76 ) — 0,001 cos (80%) + 0,003 cos (84 /)
+ 0,005 cos (88 1) + 0,005 cos (924) -+ 0,004 cos (96 4)
+ 0,003 cos (100 /) 4+ 0,001 cos (104 1) — 0,001 cos (108 &)
—0,002cos (112 4) — 0,001 cos (116 4) 4- 0,000 cos (120 k)
+ 0,001 cos (124 /i) + 0,001 cos (128%) u. s. f.

Dann findet man wu (g, k) = —g— [ (g, k) — 0,915 — 0,596 ¢** cos (4h) — 0,317 ¢*¥ cos (8k)

—-+:]. Schon fiir Teile des Bereichs, die dem Rande des Bereichs noch nicht
fern liegen, kommen wegen des grofien negativen Falktors im Exponenten die
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letzten Glieder nicht mehr in Betracht. — Man bekommt auf diese Weise « als
Funktion von ¢ und /. Zeichnet man die Profile «(y) fiir die verschiedenen
Quellstromlinien, so kann man die Stellen auf diesen Linien bestimmen, die zy
gewissen Werten » gehiren. Durch diese Punkte zieht man dann die u-Kurven,
Siehe Abb. 31. Als Einheit ist wieder die Quadratseite gewiihlt worden. Die
u-Kurven folgen hier in Abstinden von je 0,01 bei einem (' — —1.

(48) Fiir unsern Bereich hat Herr Prof. Runge 1908 in der Zeit-
schrift f. Math. und Phys. S. 225 232 dieselbe Aufgabe schon einmal
gelost, indem er den Bereich in 320 kleine QQuadrate aufliste und dann die
Differentialgleichung durch eine Differenzengleichung ersetzte. Beim V ergleich
der damals erhaltenen Figur (S.229) mit der unsrigen erkennt man die Uberein-
stimmung der beiden Ergebnmisse in den wesentlichen Ziigen. (Zur genaueren

der unsrigen ist.)

Vergleichung diene die Angabe, daf die Einheit fiir » dort “l‘
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Naturgemiil mufl unser jetziges Verfahren in den Feinheiten besser arbeiten,
da wir hier eine stetige Fliche in den Rand % einhingen, wihrend dort sozu-
sagen ein Netz von im Grundrif quadratischen Maschen mit geraden Kanten
cingehiingt wurde. Dieses aus lauter mehr oder weniger windschiefen vierseitigen
Rihmehen zusammengesetzte Geriist wird sich der stetigen Fliche um so mehr
annithern, je kleiner die Felder sind. Der erste Wendepunkt (in der Abbildung
bei W) in jeder Hauptachse des Kreuzes kommt bei 320 Feldern noch nicht zur
Geltung. Bei beiden Figuren sieht man aber deutlich, wie die u-Fliche
an den ausspringenden Ecken wagerecht ansetzt, an den Enden der Hauptachsen

(h = ;zS) dagegen mit einem bestimmten Winkel ansteigt (tane = 0,163;

« = 91°) und an den einspringenden Kcken, den Enden der Nebenachsen

(7& = (2n + l)z), eine senkrechte Tangente besitzt. Hier kann man ndmlich

w iiber der Nebenachse als Funktion von ¢, des Abstandes von der Ecke, dar-
stellen durch o = 0,529%, also 1ist -((I%— = 0—\1/8—51 In der Mitte des Quer-
0
schnitts dagegen haben wir eine flache Kuppe von der Hohe u = 0,229. Die
Schubspannungen werden also in der Mitte und an den ausspringenden Ecken
verschwinden, an den Enden der Hauptachsen den Betrag rd. } haben und an
den einspringenden Ecken unendlich werden. In Wahrheit werden technisch
hergestellte, gewalzte oder gegossene Profile dieser Art nicht solche haarscharfe
Ecken, sondern kleine Abrundungen besitzen. Je kleiner der Halbmesser dieser

b def i m'ul'JJm'nt} uﬂ-("u L{)'U‘ .
a ‘L&nl .Lu th :fl’; J“lrﬁ*ll‘lj(ﬁk‘nwé)‘
[ ;'-"aﬁ} fiv va‘g{fﬂ‘"p m?‘ 1 :L’n [&.!mjtﬁa OI%T-T!\‘“
05 .10 5 15
Abb. 32.

Abrundungen aber ist, desto grifier werden die Spannungen an dieser Stelle
sein. (Vgl. z. B. die Versuche von E. Preufl in Darmstadt iiber die Spannungs-
verminderung durch die Ausrundung scharfer Kcken, Ing.-Zeitschr. Bd. 56
S. 1349 ff,, wo Preufl allerdings keine Verwindungen vornimmt, sondern einen
Eisenwinkel auseinander biegt.) Ein Bruch wird daher am ersten an den ein-
springenden Ecken zu befiirchten sein. Die Wendepunkte (siehe auch Abb. 32)
auf den Hauptachsen stellen die Punkte stdrkster und geringster Spannung auf
diesen Linien dar. In W; und Wiy haben wir Hichstwerte und in Wi einen
(positiven) Mindestwert der Spannung. Von W geht eine Linie hochster Span-
nung nach der einspringenden Ecke, die zuniichst fast parallel mit den Span-

e
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nungslinien lduft, kurz vor der Ecke aber in die Richtung der Nebenachse ein-
biegt. Die von Wy ausgehende Linie hochster Spannung enthiilt natiirlich keine
solch hohen Spannungen wie die von W; ausgehende.

(49) Durch die Anwendung des Gaufischen Integralsatzes auf die Spannungs-
figur erhalten nach Herrn Prof. Runge auch die Hohenschraflen der w-Fliche,
die Orthogonaltrajektorien der «-Linien, ihre Be-
deutung. Das Doppelintegral '/"/;f//u/‘B erstreckt iiber ecinen be-
liebigen Teil der Fliche B ergibt, da u = ( ist, (' mal diesen
Flichenteil. Wir nehmen ein Dreieck 043 (Abb. 33), dessen Seiten
OA und OB Otithogonaltrajektorien der w-Kurven sind und dessen

dritte Seite AB ein Teil der Kurve u = «, ist. Da nach GauB
0 : ; . . —_ . 3
jfdwd() =f-é;£~ ds ist, so ist die (-fache Fliche des krummlinigen

Dreiecks OAB gleich dem um dieses Dreieck erstreckten Inte-
gra,lfg;:—ds. Wenn 4B = ¢ klein ist, so heben sich die Teilinte-

grale lings 04 und BO gegencinander auf und lings AB wird

B du
das Integral bis auf Grifen hoherer Ordnung gleich/ R
1

(67] . ves .
Abb. 33. = -0, wenn « der Abstand der beiden fiir #, und u, + o gezeich-

0 o
i (4 (J"
zwischen den beiden w-Kurven, nach Gott. Nachr. 1911 S. 446 unten, in lauter

neten u-Kurven ist. Daher ist AOAB —

Teilen wir nun den Streifen

Quadrate, machen also 0 — ¢, dann ist AO0AB — . Durch die Einteilun
) ( g

in Quadrate hat man also auf der «-Kurve eine Skala erhalten, durch
welche die zugehorigen Dreiecke zwischen zwei Orthogonaltrajektorien und
einem beliebigen Stiick der u-Kurve gemessen werden konnen: o und € sind
hier ja feste Werte. Auf jeder andern u-Kuarve erhiilt man natiirlich cine andere
Skala.

(0) Das Volumen, das von der «-Fliiche und der Grund-
ebene begrenzt wird, hat bekanntlich eine nahe Beziehung
zum Drehmoment, sieche Prandtl a.a. O. Aber schon die
von den u-Kurven umgrenzten einzelnen Schichten und Aus-
schnitte aus diesen Schichten zeigen nach Herrn Prof. Runge
diese Beziehung. In der Abb. 34 kann das Flichenstiickchen
"ABCD als Rechteckchen mit dem Flicheninhalt «d betrachtet
werden. Die Kraft, die von diesem Flichenstiick in Richtung
@ oder, da > sich au

« on
nithert, ®.d und das Drehmoment bezogen auf den Mittelpunkt
@.0.r.co8p = 20.A0AB. Daher ist der Anteil am Dreh-
moment, den ein beliebiges Stiick zwischen zwei nahen u-Linien
liefert, proportional dem zugehirigen Ausschnitt aus der von
der u-Linie umgrenzten Fliche und gleich dem doppelten
Volumen der sich iiber diesen Ausschnitt erhebenden

der Spannungslinie ausgeht, ist

-~
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Schicht von der Hihe @. Der ganze ringformige Flichenstreifen liefert zum 1
Moment einen Beitrag gleich dem doppelten Volumen der von der u-Linie um-
grenzten Scheibe. Das ganze Moment wird also gleich dem doppelten Volumen
des Raumes zwischen der u-Fliche und der Grundebene.

(51) Nemnen wir das Drehmoment M und das Volumen v,, das durch die
w-Fliche fiir ¢ = * 1 bestimmt wird, so ist M = 2v = 4G#Hv,. Tiir einen
walzigen Stab, wenn also B ein Kreis vom Halbmesser R ist, bekommt man

b) 2 s el 1
bekanntlich —(”—, = (é) — (—:)—) und v, = gazR“, also M = g G9E* = G8J, wenn

&a =1

J das polare Trigheitsmoment g R* des Kreises fiir den Mittelpunkt bedeutet.
Hat man fiir einen anderen Querschnitt v, bestimmt, so ist M = 4G#ov,. Das-
selbe Moment gegen Verwinden hat ein walziger Stab vom Halbmesser £, wenn
49
. 8 o —

% GORS = 4G9v, ist, also R; = \/;vl = 1,263\/»,, R, kann man als den
Verwindungshalbmesser des Querschnitts bezeichnen, insofern als er
den Halbmesser desjenigen Stabes mit kreisférmigem Querschnitt darstellt, der
dem Verwinden denselben Widerstand entgegensetzt.

(52) Beiunserm Kreuz ergibt sich v, = 0,441. Das gesamte Moment

der Schubspannungen ist daher M = 1,76 G& oder & =,O,57—]G—n. Ist die

Seite des Quadrates a, so werden die Werte u «* mal so groff, desgleichen die
Fliiche, iiber welcher sich die u-Fliche erhebt; mithin ist fiir ein solches Kreuz
M = 1,76 a* G9. Der Verwindungshalbmesser ist fiir unsern Querschnitt B, = 1,029
und allgemein 2, = 1,03.a. — Die vielfach auf kreisihnliche Stabquerschnitte vom
Kreise aus iibertragene Formel M = JG#& wiirde fiir unser Kreuz M = 4} a*.G&
liefern anstatt rd. 1a* G#. Man sieht, wie stark die Einschnitte die Verwin-
dungsfestigkeit herabsetzen.
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