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Uber Punktmengen konstanter Breite,
Von

ErnsT MEISSNER.

Die Herausgabe einiger Modelle von Flichen konstanter Breite
durch die Firma M. Schilling in Leipzig veranlasst mich zu der

" nachstehenden Note. Sie beschiftigt sich mit derartigen Gebilden

und gibt Resultate, die bekannte von A. Hurwitz') und Minkowski?)
herrithrende Sitze als Spezialfille enthalten. Hervorzuheben ist die
Definition der Fliche konstanter Breite als Begrenzung einer einfach -
definierten Punktmenge. Sie gestattet Verallgemeinerungen nach
zwei Richtungen : einmal kann man einen Raum beliebiger Dimensions-
zahl zugrunde legen, und dann kann an Stelle der gewdhnlichen
eine beliebige Minkowski’sche Geometrie®) treten, d. h. eine Mass-
bestimmung vermittelst der wechselseitig-einhelligen Strahldistanz.

Wenn im folgenden nur Gebilde von 2 und 3 Dimensionen be-
trachtet werden, so geschieht es im Interesse der Anschaulichkeit.

Die vollstindige Punktmenge M, vom Durchmesser D.

In einem beliehigen Raum bedeute S(P, P,) die wechselseitig-
einhellige Strahldistanz zweier Punkte P, P, im Sinne Minkowski’s?).

Unter dem Durchmesser D einer endlichen oder unend-
lichen Punktmenge soll die obere Schranke aller Strahldistanzen
zwischen den Punkten der Menge verstanden werden®).

1) A. Hurwitz: Sur quelques applications géométriques des séries de Fourier.
Ann. de I’éc. norm.,, t. XIX, 7. ¢

?) H. Minkowski: Uber die Korper konstanter Breite. Werke. Pag. 275.

%) Diese Bezeichnung ist eingefiihrt bei Hamel: Geometrien etc. Math. Ann.
Bd. 57. Pag. 251.

Y9 H. Minkowski: Geometrie der Zahlen. Pag. 2.

5) Vergl. Hch. W. E. Jung: Uber den kleinsten Kreis, der eine ebene Figur
einschliesst. Crelle, Journ. f. Math. Bd. 137. 1909. — Die dort geldste Aufgabe
lisst sich tibrigens ohne weiteres auf den Fall der Minkowski'schen Geometrie
tiberlragen. '

Vierteljahrsschrift d. Naturf. Ges. Zirich. Jahrg. 56. 1911.




Uber Punktmengen konslanter Breite. }3

. Eine Punktmenge vom Durchmesser D soll vollstindig heissen
(und hier mit A/, bezeichnet werden), wenn ihr keine neuen Punkte
zugefiigt werden konnen, ohne dass der Durchmesser wiichst. D wird
dabei immer als endlich vorausgesetzt.

Die Menge My liegt ganz im Endlichen. Fiir irgend zwei ihrer

Punkte: P, P, gilt
(L)nontay] S (P, Py) < D.
Da die Strahldistanz stetig ist, so folgt aus der Vollstdndigkeit der
Menge sofort ihre Abgeschlossenheit. Die Punktmenge My ist sogar
konvex, enthilt also mit zwei Punkten P, P, stets auch jeden Punkt
Q der Verbindungsstrecke P, P,. Denn ist P, ein beliebiger Punkt
von M,, so ist wegen der Einhelligkeit der Strahldistanz S (F, Q)
nicht grosser als die grossere der Distanzen S (P, F,), S (P, F,), also
auch nicht grosser als D; wegen der Vollstindigkeit von M), gehort
also @ zur Menge.

Die Randpunkte von Mj, bilden eine stetige, kouvexe, geschlossene
Fliche F, der die Eigenschaft konstanter Breite zukommt. Es gilt
namlich allgemein der Satz:

Jede Oberfliche F einer vollstindigen Punktmenge vom
Durchmesser D hat die konstante Breite D.

Dies wird im Falle eines Raumes von 2 resp. 3 Dimensionen

im folgenden niher ausgefiihrt.

Kurven konstanter Breite.

Die Purmktmenge M, liege in einer gewdhnlichen, zweidimensio-
nalen Ebene. Die Massbestimmung vermittelt eine konvexe Kich-
kurve ¥ mit Mittelpunkt. Der Kiirze wegen wird angenommen, sie
sei ohne Ecken und geradlinige Randteile. Sind P, @ irgend zwei
Punkte, und ist O E die Linge des zu P @ parallelen Halbmessers
von 9, so ist unter der Strahldistanz S (P Q) von P zu Q das Ver-

hiltnis
S(PQ= |58

zu verstehen. Es ist dann S (P Q) > 0, wenn P+ @, S (P, P) = 0;
S(PQ) = 8(QP) und S(FQ)=1-5(PQ), wenn P Q|| PQund
(P Q):(P@) = t. Endlich gilt wegen der Konvexitét von A die
Ungleichung
@ S(PQ<S(PR) +S(BQ)
fiir irgend 8 Punkte P Q I der Ebene.

" Jeder Richtung = einer Tangente ordnet 2 die Richtung @ des
nach dem Beriihrungspunkt gehenden Halbmessers zu. Es heisse

1) H. Minkowski: Geometrie d. Zahlen. .Pag. 37.
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@ radial zu u, u tangential zu @ gerichtet. Nach den iiber A
gotroffenen Voraussetzungen gehort zu jeder Richtung je eine Radial-
und eine Tangential-Richtung; doch ist die radiale zu einer Radial-
richtung von der urspriinglichen im allgemeinen verschieden.?) (&) %= w.
Die Begrenzung der Punktmenge M, ist eine geschlossene kon-
vexe Kurve (. REine solche Kurve besitzt in jedem Punkte eine
Tangente nach vorn und eine nach riickwiirts.?) Im allgemeinen
fallen diese zwei Tangenten zusammen; sie sind verschieden fiir eine
Menge von Kurvenpunkten I, die stets abziihlbar ist, aber ganz wohl
aus unendlich vielen Punkten bestehen kann.?) In den Punkten K
hat die Kurve ¢ Ecken und ein ganzes Bischel von Stiitzlinien,
withrend in den iibrigen, den ,regulidren® Randpunkten B stets nur
eine Stiitzlinie, die Tangente existiert. Von jedem Punkte ausser-
halb gehen an C zwei Stiitzlinien; insbesondere gibt es stets zwei
und nur zwei Stiitzlinien von gegebener Richtung u.
~ Sei nun P, ein fester Aufpunkt auf C, P ein variabler Kurven-
punkt. Iis heisse S (P, P) die Randstrahlfunktion von F,. Sie
ist stetig und besitzt ein Maximum, das wenigstens fiir einen Punkt
P = Pj angenommen wird. Jeder Punkt Py dieser Art heisse Gegen-
punkt von £,

Satz 1: Fir jeden Kurvewpunkt Py von C ist das Randstrahl-
mazximum gleich dem Durclinesser D.

Grisser als D kann es wegen (1) nicht sein. Angenommen, es
wire im Gegenteil stets

S(P,P)<D—¢ (e > o).

Man heschreibe um P, eine zur Eichkurve 2 #hnliche und ahulich
gelegene Kurve mit dem Ahnlichkeitsverhiltnis & : 1. (Sie wird be-
zeichnet mit 9 (Py;¢).) Da £>0 ist, kann dann stets ein innerer
Punkt Q derselben angegeben werden, der nicht zu Mp gehort. Ist
jetzt P' ein beliebiger Punkt von €, so hat man

S (P, Py<h—s S(Py Q) <¢
und wegen (2)
| S(QPY<S(QP)+SBP)<e+(b—e)=¢

Man schliesst, dass die um @ erweiterte Menge (Mp - @) immer
noch den Durchmesser D haben wiirde, was der Vollstindigkeit wider-

1) Die einzige Ausnahme. tritt fir elliﬁtische Eichkurven ein.
?) Jensen. Acta math. T. 30, pag. 190.
) F. Bernstein. Uber das Gauss'sche Fehlergesetz. Math. Ann. Bd. 64.
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Uber Punktmengen konstanter Breifo. 47;

spricht. Also ist ¢ = 0, und wenn P¥, P** .. die Gegenpunkte von
P, sind:
(3) S(E Py =D, S(PP*Y=D,--

Jeder Punkt P, von C hat wenigstens einen Gegenpunkt.
Satz 2: Ist Py ein Gegenpunkt von P, so ist die Gerade {12 durch

{ deren Richtung zu P, P¥ tangential ¢ gelt, eine Stiitzlinie von C.
Denn die Menge M), liegt wegen (1) ganz im Innern und auf

§) * .,
dem Rande der Kurve {‘2%?3,1];% Aber {;IIEI;J 1))) geht wegen (3)

durch {5& und hat dort die Stiitzlinie {;‘l

Satz 3: Jeder regulire Punkt P, von C hat nur einen einzigen
Gegenpunlit.

Sind 'némlich mehrere Gegenpunkte P¥, P3}* - vorhanden, so
sind die Strahlen durch P,, die tangential zu P, P¥, P, Pt*, . . gehen,
nach Satz 2 Stiitzlinien von C in P,. Da sie verschieden sind, so ist
P, eine KEcke.

Satz 4: Sind P7, P;* Gegenpunlkte von P,, so sind auch alle
Punkte des Bogens Py Pr* der Kurve C Gegenpunkte von P,

Ist B ein regulidrer Punkt jenes Bogens, so ist die in P, tan-
gential zu P, B gezogene Gerade Stiitzlinie von ¢ also P, der
Gegenpunkt von R, und mithin S(P, R) = D. Da aber die Punkte
R den Bogen Py Pi* iiberall dicht bedecken'), so folgt aus der
Stetigkeit der Randstrahlfunktion

‘9(1%(2)2:

fiir jeden Punkt Q des Bogens P¥ P**

Satz 4': Die Gegenpunlite einer Ecke P, von C erfiillen also voll-
stindig ein Stiick der Kurve U (Py; D)

Satz 5: Die Kurve C hat keine geradlinigen Randtezle

Denn wiire von den drei Kurvenpunkten P, P, B, etwa P, auf
der Strecke P, P, gelegen, so lege man um den Gegenpunkt P von
P, die Kurve A (P7, D), die durch P, geht. Diese muss einen der
Punkte P, P, ausschliessen, was mit (1) im Widerspruch ist,

Es sollen jetzt die zwei neuen Begriffe der Kurvenradialen
und der Breite eingefiilhrt werden. Radiale in einem Punkt einer
konvexen Kurve ist jede zu einer Stiilzlinie jenes Punktes radial ge-
richtete Gerade.

) Dies folgt daraus, dass die meguldlen Eckpunkte bloss eine abzihlbare Men: ge
bilden.

3%/
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. In einem reguliren Punkte gibt es nur eine Radiale. Ist die
Fichkurve ein Kreis, so ist die Radiale mit der Kurvennormalen
identisch.

Wenn ein paralleles Stiitzlinienpaar von der Richtung « den
Abstand a, das parallele Tangentenpaar der Eichkurve den Abstand
2 a besitzt, so soll das Verhiltnis

_‘LI
a

die Breite der.Kurve in der Richtung w heissen. Nach dieser
Definition ist B () eine eindeutige, stetige Funktion des Richtungs-
winkels «, und

B (u) =

B (u+ x) = B (u).

Man lege jetzt an die Kurve C zwei parallele Stiitzlinien. Nach
Satz b existiert eine. eindeutige Beriihrungssehne. Ist einer ihrer
Endpunkte P, P, reguliir, so zeigt der Satz 2, im andern Fall der
Satz 4', dass die zwei Endpunkte Gegenpunkte zu einander sind, dass
somit P, P, radial zu den Tangenten verliuft, und man hat ferner
nach Satz 1: ;

S(P, B)=D.

Dies Resultat fithrt zu folgenden Theoremen :

Satz 6. Jede Radiale von C ist Biradiale, d. h. tritt eine Gerade
radial in C ein, so tritt sie auch radial aus C aus. ~

Satz 7. Die Kurve C hat in allen Richtungen dicselbe Breite, und
zwar ist sie gleich dem Durchmesser D.

B (1t) = D = konstant.

Wihlt man einen Kreis als Eichkurve, so geht C iiber in eine ge-
wohnliche Kurve konstanter Breite. Satz 6 sagt aus, dass jede ihrer
Normalen Binormale ist.!)

Die angewandte allgemeine Massbestimmung setzt nun jede kon-
vexe Kurve zu einer zweiten, (der Eichkurve) in eine analoge Be-
siehung, wie die zwischen gewdhnlichen Kurven konstanter Breite
und dem Kreis. Man kann nimlich jedes konvexe Oval ohne Ecken
als Kurve konstanter Breite auffassen, und nachtriiglich eindeutig
die Eichkurve der entsprechenden Massbestimmung feststellen.

Lautet in gewohnlichen Koordinaten die Gleichung der Stiitz-
linie des Ovals von der Richtung «

(4) xcosu -+ psinw —p () =0

1) A. Hurwitz a. a. O.

i
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so ist dasselbe durch dieStiitzgeradenfunktion p («)charakterisiert,?)
wobei natiirlich
P 2x) = p(w)

ist. Die Kurve mit der Stiitzgeradenfunktion

, P(u) = 4 [p () -+ (u +7)]
hat wegen
: P(u—+m) = P(u)

ei'nen _Mittelpunkf, und ist ebenfalls konvex.?) Macht man sie zur
Eichkurve, so wird die Breite B (u) des urspriinglichen Ovals
pw)+pu+=)  2DP®u)

B (Zl) =2 Pw) ~Pur 71)_ = —2})(’”)- = D = konstant.

Das Oval hat konstante Breite D.
Der Umfang L desselben wird

2r 7 2m
CL=(p@du=\|[p@)+p@-t-n)]du= % D\ P(u)du.
Jroen=] Jro

Hieraus folgt
Satz 8. Kurven lonstanter Breite D haben alle denselben Umfang.

Er betrigt das %-ﬁzche des Umfuangs der KEichkurve.

Die im Masstab D : 2 vergrisserte Eichkurve ist die einzige
Kurve konstanter Breite D mit Mittelpunkt.

Fldchen konstanter Breite.

Die Punktmenge 3, liege im dreidimensionalen Raum. Ihre
Begrenzung ist eine geschlossene, konvexe Oberfliche I, eine Eifliiche,
Die Punkte einer Eifliche lassen sich nach ihren Singularititen in

drei Gruppen ordnen:
1. Punkte, in denen nur eine Stiitzebene existiert, regulire
Punkte R.
2. Punkte mit einem Biischel von Stiitzebenen, Kantenpunkte KX,
die’ Axe des Biischels heisse Kantenrichtung.
3. Punkte mit einem Biindel von Stiitzebenen, Eckpunkte E.
’) 'Vergl. fir das Folgende: E. Meissner: Anwendung von Fourier-Reihen
auf einige Aufgaben der Geometrie und Kinematik. Diese Zeitschrift, Bd. 54, 1909.
2) Ist p (u) zweimal differenzierbar, soist ¢ () = p (u) + ﬁdzz;gl) der Krtimmuings-
radius des Ovals im Berithrungspunkt der Staizlinie (4), sonach R (u)= P(u)+
£ 5 ﬁ(f;(,u) = 2 +2";9(“+“) der Krimmungsradius® der Eichkurve; daher folgt aus

o () > o sofort R (u)>o.
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Eckpunkte sind nur in abzihlbarer Menge vorhanden. Die Menge
der Kantenpunkte kann die Miichtigkeit des Kontinuums besitzen.
Jedenfalls aber liegen die reguldren Punkte auf der ganzen Fliche
iiberall dicht. '

An Stelle der Bichkurve tritt nun eine eigentlich konvexe Kich-
fliche mit Mittelpunkt. Wieder sei vorausgesetzt, ihre simtlichen
Punkte seien regulir. Der Stellung u jeder Stiitzebene ordnet sie
dic radiale Richtung @ des Halbmessers nach dem Beriihrungs-
punkt zu, und umgekehrt gehort zu jeder Richtung @ die tangen-
tiale Stellung w der Stiitzebene im Endpunkt des zu « parallelen
Eichflichen-Halbmessers.

Die Randstrahlfunktion wird wie friiher cingefiihre. Wieder ist
ijhr Maximum gleich dem Durchmesser D. (Satz 1). Jeder Punkt
P von F hat wenigstens einen Gegenpunkt P*. Das Analogon zu
Satz 2 ist

Sutz IT. Ist P* ein Gegenpunkt von P, s0 st die Ebene {%’% durch

{g‘%, deren Stellung zu P, P} tangential gelt, eine Stiitzebene wvon F'.

Satz 3 gilt unverindert. Man hat ferner

Satz IV': Die Gegenpunkte einer Ecke Py von F erfiillen voll-
stindig ein einfach zusammenhiingendes Stiiclk der Fliche A (Py; D).

Beim Beweis dieses Satzes, der fiir reguliire Gegenpunkte R aus
Satz II folgt, wird davon Gebrauch gemacht, dass die Punkte R
iiberall dicht liegen, und die Randstrahlfunktion stetig ist. Eslautet
ferner

Satz V: Die Fliche F' hat keine drei Punkte, die in gerader Linie
licgen. (Beweis wie friiher.)

Dic Begriffe der Flichenradialen und der Flichenbreite
B () fiir eine gegebene Stellung u ergeben sich durch einfache
Analogie zum frithern. Wieder ist die Beriihrungssehne zweier
parallelen Stiitzebenen radial zu deven Stellung, und hat die Strahl-
distanz D. Dies folgt aus Satz II, zundchst fir reguliire Beriihrungs-
punkte, und gilt allgemein, weil diese iiberall dicht auf F liegen.
Somit gilt i

Satz VI: Jede Radiale der Fliche F st Biradiale.

Satz VII: Die Fliche F hat konstante Breite D.

Man kann jetzt Satz IV’ folgendermassen vervollstindigen :

Satz IV'': Zu einem Flichenpunkte P findet man alle Gegen-
punlkte P*, indem man auf allen Flichenradialen in P die Strahldistanz
D = 8 (P P¥) nach dem Flicheninnern abtrigt.

Die Gegenpunkte cines Kantenpunktes erfilllen als im allge-
meinen ein Stiick einer riumlich gekriimmten Kurve. Diese ist @dhnlich
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und dhnlich gelegen zur Beriihrungslinie der Eichfliche mit einem
ihr in der Kantenrichtung umschriebenen Zylinder.

Im Fall eines Ellipsoides als Eichfliche wird die Raumkurve
eben, eine Ellipse.!)

Profil II, einer Eifliche in der Richtung u soll die Um-
risskurve der orthogonalen Projektion der Eifliche aus der gegebenen
Richtung w heissen. Sie ist sonach eine konvexe ebene Kurve.

Nun gilt folgender, leicht einzuschender Satz: ‘

Satz IX: Das Profil der Iliche F in wrgend einer Richtung ist
eine Kurve loustanter Breite D, wenn man als Lichkwrve das Profil
der Eichfliiche in derselben Riclitung wihlt.

Dann folgt aber nach Satz 8:

Satz X.: Zwei beliecbige Flichen lonstanter Breite D lhaben in
gleicher Richtung gleiche Profilliinge. Sie betrdgt das %fache der ent-
sprechenden Profillinge der Eichfldche.

Fiir die Kugel als Eichfliche, also die gewohnliche Massbestimmung
ergibt sich:

Die vollstdndige Punktmenge vom Durchmesser D bildet
einen Korper konstanter Breite D. Jede Gerade, die normal
in ihn eintritt, verldsst ihn auch normal zur Oberfléiche.
Die Profillinge des Kérpers ist in jeder Richtung dieselbe.
(Gleich D).

Wiederum liefert die allgemeine Massbestimmung Beziehungen
zwischen mehreren Flichen. '

Es kann eine ganz beliebige Eifliche F durch ihre Stiitz-
ebenenfunktion p bestimmt werden. Man versteht darunter den
Abstand einer Stiitzebene von einem Fixpunkt im Innern von £,
aufgefasst als Funktion der Stellung der Stiitzebene. Sind (e, f, p)
die Richtungswinkel der Stiitzebenen-Normalen, und fiihrt man durch

die Gleichungen
cosa =sin & cosy; cosf =sindsiny; cosy=cosd

Linge v und Poldistanz # ein, so kann p als eindeutige Funktion
dieser Winkel ¢, ¥ aufgefasst werden.

p=p @)

1) Hieraus folgt z. B., dass in der gewohnlichen Geometrie (Kugel als Eich-
fliche) es ausser der Kugel selber keine aus lauter Kugelffiichen zusammengesetzte
Fliche konstanter Breite gibt. Denn den alsdann notwendig aufiretenden kreis-
férmigen Kanten wiirde eine Gesamtheit von Gegenpunkten entsprechen, die ein
Stiick einer Ringfliche erfiillen. Man vergleiche die anfangs erwihnten Modelle

der Firma Schilling.
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Die Funktion
() P(u) = *;) [p(®,¢) +p(x —2,¢ -+ 7)]|
geniigt der Relation

P(@¢) = P(n—&,¢--=)
und ist Stiitzebenenfunktion einer konvexen Fliche mit Mittelpunkt,
die, wenn F geniigend stetig ist, lauter regulire Punkte besitzt. Unter

dieser Voraussetzung kann sie als Kichfliche verwendet werden. Dann
wird die Breite B (¥, v) der Fliche F fiir die Stellung @, v)

PV ICR R TCt SR S S
B#@v)=2p ®w)F P95 1) D = konstant.
Somit kann mit der oben angegebenen Einschrinkung jede
beliebige Fliche F als Fliche konstanter Breite aufg efasst
werden. Die Gleichung (5) bestimmt die zugehorige Eichfliche.
Entwickelt man p (%, %) nach Kugelfiichenfunktionen,

i 1)(89¢):X0”+'X1+X2 +‘1Y3 ki""'
so wird

P(@,v)= %~ X+ X+ X, +--°)

Zwei Flichen, die in derselben Geometrie konstante Breite haben,
stimmen sonach in den Funktionen X,, mit geradem Index iiberein.

Nach Minkowski!) ist nun die Profillinge von F'in die Richtung
(9, ¥) gegeben durch.

T(H,v)=2x X, -+ w0, Xy -+ 0, Xy+ -

wo die ®,, gewisse numerische Konstante bedeuten. Sonach bestimmen
sich aber die Funktionen P (&, v) und II (%, ) gegenseitig. (Denn
die Entwicklung nach Kugelfunktionen ist eindeutig.) ,

Aus P(9,9) folgt II(9,¥). Dies gibt einen neuen Beweis des
Satzes X,

 Aber bei gegebenem IT (9, ¢) ist auch P (9, %) bestimmt. Es gilt
also auch als Umkehrung des Satzes X.

Satz XI: Haben zwei Eiflichen in gleicher Richtung gleiche Profil-
lingen, so sind sie in ein- und derselben Minkowski schen Geometrie
Pliichen konstanter (und gleicher) DBreite, und begrenzen vollstindige
Punktmengen vom selben Durchmesser.

1) H.Minkowski: Uber Flichen konstanter Breite. Werke pag. 275,
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