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I.
Ueber die Funktionen des Maxwell'schen Kreisels.

'MAXWELL hat im Jahre 1857 in den Transactions. der Roya}
Pocézgy o Edinbargh (Vol. XXI, Part IV ; siehe Scientific Papers

Ticht €I sinnreiches Kreiselinstrument beschrleben,s(fi;ezsi?;] E(;gr
Te klln.g S gestattet, mannigfaltige Versuche zum Stu n dor

i ¢ irdigen Bewegungen eines starren Korpers um en(;;an fmto_
. Azustellen. Der gegenwiirtigen Abhandlung 1s.t Le p- -
gmphlsc}le Abbild‘mg eines Maxwell'schen Kreisels beigefiigt; da

e(ﬁieu befindet gich in der Sammlung math. Instrument: u. i\‘rllz-
m'te " Griittingen*_ Ich will und muss zundchst d%s. In_s tru(tlnam“,:
. Hilfe dieser Figur, kurz soweit erkliren, als notig 1st,

Wir o als dag anschauliche Objekt der folgenden theoretischen

eh i
erlegungen mit Vorteil gebrauchen konnen. . Dem elgent. Boschreibing
lich er Apparat besteht aus zwei gesonderten Teilen: eml . go 6 des Kreisels.
°n Kreisells in welchem er rubt od
Seing elselkol-per und dem Gestell, in ¥ b WS

: *Wegungen ausfithrt. Am Kreiselkirper unterse
b;fdGlOcke (G),gderen Rand ein Ring (R) von quac?ratxschelxn.clill;zfri;
et; Sle besteht aus einem Rutguss-(Bl‘onze’)gtuck _‘_' g (l?ftiit;:‘nu
»Rampfe garctollend —; der Ring trigt die ,Extrem rdneté
X I'adia‘l'symmetrisch zur Rot.-Achse der GIOCke-anggO in&e—
bop"8%hrauben, 6 mit horizontalor Achse () brigen: ik
Ve 11:‘11 ngen deg Ringes horizontal verschiebbar, die 3bl; i Diese
Ttikaley Achse (V) entsprechend vertikal verschiebbar.

; k =
eieWeghchkeit der 9 Schraubenmassen macht, allgeguz:yz;; lsZi :;ls,

he eriinderung der Gestalt des Kreisels hinsichtic
lnec'hani

Schen Charakters in dreifachem Sinne moglich :

3 : i v lichen Abweichungen in
GestaltEs o 1ach den Angaben Maxwell’s mit unwesent

-sikalischen Institut)
Blsgegyy o Dimensionen vom Mechaniker Dornfeld (am physikalise
8efuhrt Worden,
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am auf seinem Gipfel

m : . . ,
esser des Ringes verjiingt sich mach oben,
Der Antrieb des Krei-

die fest eingekittete Pfanne aufzunehmen.
Sels.erfolgt, indem auch seine obere Stahlspitze (fortan schlechtweg
Krelselspitle genannt) in das Hiitchen einer Stellschraube ge-
lagert wird, die im Querbalken des Biigels (B) befestigt ist, In
der' bekannten einfachsten Weise durch Abziehen einer an dorn-
artige Fortsitze () der Achse angelegten Schnur, ausreichend, um
hm von Hand aus Umlaufgeschwindigkeiten bis beinahe 20 27/sec
Zu erteilen. Hierauf kann der Biigel aus den beiden Biichsen (b)
herausgehOben werden. Hinsichtlich der Art, wie das Instrument
Z0 justieren ist, sei auf die eingangs genannte Note Maxwell’s
hingewiesen.
) Die klare Einsicht in die Funktion der 9 Schrauben erlangen
Wir nur durch eine mathematische Betrachtung ; die Hauptschritte
der einfachen Rechnung migen hier wiedergegeben werden. Die
m.e,tthem&tische Aufgabe ist “diese: Das Tréigheitsellipsoid (abge-
kiiczt T-E) des Maxwell'schen Kreisels um seinen Stiitzpunkt
als Centrum zu konstruiren. Wir nehmen, Uil die Vorstellungen
Zu vereinfachen, am, der Mechaniker habe, obwohl dies in Wirk-
lichkeit nur angenﬁhert zutreffen kann, unsere Absicht vollkommen
erreicht, alle Teile des Kreiselkorpers mit genauer mechanischer
ROtatiO“S“Symmetrie am eine Achse herzustellen — Schwerpunkt
df‘s Korperteils in dieser Achse, sie selbst und alle in irgend
einem Punkte durch sie gehenden cenkrechten Geraden seine
H'A —. Dabei denke man sich die Gewinde aufgeschnitten und
Jeden Gang zu einem ebenen Ring geschlossen; €8 sind dann soviel
parallelliegende Ringe als die Zahl der Windungen betridgt vor-
handen und ihre gemeinsame Achse fillt mit der Achse des zu-
g:ehi')rigen Meiles zusammen — diese Aenderung darf ohne merk-
lichen Fehler geschehen —; diec 9 Schrauben seien unter'sich
kongruent und ihre Anordnung entspreche der geforderten radidiren

Symmetrie.
auf welches wir alle

Das rechtwinklige Koordinaten-System,
Abmessungen beziehen, ist mit dem Kreiselkorper fest V(’,I'bl.lnden.
Der feste Punkt ist der Ursprung, die Z- Achse fa:lle mit der
F-A zusammen, + Richtung nach der Kreiselspitze; die Aequator-
ebene wird dann die XY-Ebene. Wenn simtliche Schrauben fort-
laufend numeriert werden, erst die HorizontalSChrauben von 1 bis 6,

darauf die Vertikalschrauben von 7 bis 9, und zwar von der Spitze
gesehen wie Fig. 1 anzeigt, dann sei die X-Achse parallel der
en 1,4, also die Y-Achse

Achsenlinie der beiden Diametralschraub :

|07, die + Richtungen sind in die Figur eingezeichnet.
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he Ort aller Punkte, deren Entfex:nung Vo‘ntl ?Er ihre
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Moment, qep Geraden, deren Richtungskosinus @ 3, 1 o D EF
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seiner Tejl, erh
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WO (4) = Achge, () = Glocke
(U) < Uebergewicht (mit G
entsprechenden Index, Hier
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< uben,
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und des Uebergewichts, mit der Konfiguration d_f“‘ 9 S(fhra,uben,
bis auf G, U,, verinderliche Grossen. Diese Abhaflglgkelt W.(.)llen
Wir gerade ermitteln. Zu dem Zwecke denken wir uns z1.1nachst
die Glocke bis zur Koincidenz der X-Achse mit der
Achsenlinie des Schraubenpaares 1,4 verschoben*;
die XY-Ebene enthiilt dann die Achsen aller Horizontalschraube.?.
g A Berechnung der S. Masse jeder Schraube m, H-T fiir
lhre Achse C, fiif jede dazu senkrechte durch ihren Schwerpunkt
4, Die Achse der H - Schraube i(i/°) sei gegen die + X-Achse
nter dem o 4, geneigt, der Abstand ihres Schwerpu,nktes auf
der Achse von 0 (Fig. 1) betrage R,, dann sind die 6 Konstanten
der Schraube i in derselben Reihenfolge wie 4, B, C, D, E, F':

H! = C, cos’a, + (A, +mER?) sin® o,

H} = C sin’a,+ (4, + mR}) cos’q,

H' = A,+mR?

Hf = H = 0; H/ = }(A,—C,+mR})sin2a,

Der Radiusvektor nach der Achsenspur der V-Schraube % (k/‘,‘). in
der XY-Ebene sei gegen die + X-Achse unter dem 978, geneigt,
Seine Linge, welche bei allen 3 Schrauben gleich ist, betrz}ge B
die Erhebung ihres Schwerpunktes iiber der XY -Ebene Z,, auf
der Achse gemessen, und wir haben fiir die 6 Konstanten der
Schraube J; folgende Werte:

A, +mZ? 4+ mR:sin® 3, V= mR,Z,cosf,

V= A, +mZ!+mR:cos’B, V= mR Z, sinj,
V= C +mR? V)= imR;sin28,

¢

f

Man summiere iiber alle ¢ und %, indem fiir 2 nacheinander :
0°, 60°, 120°, 180°, 240°, 300°, fiir f,: 90, 210°, 330° gesetzt werden
und erhilt aus 3):

H, = S H! = 3(4, +C)+3m(R:+ R+ R+ RY)

H, — S\ H! = 3(4,+C)+m (B + Rit B+ B m (R4 R
H, = ﬁH; =64, +mZ R,

H, = Z‘_IL,‘=O His B0

H =3H = —-V;f—m (R'— R+ R*— RY).

\\-_——‘ . .
* Die Koincidenz findet bei einer wirklichen Schraubung der Glocke natiirlich

nur ausnahmsweise statt, aber unsere Betrachtung hat mit diesem Umstand nichts
zu thun,

Schrauben- i
konstanten |




e
S TSR -
et =

g

P ————

e

e

R o
A e
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(V. = ZL“ VE=
i ; V=
RS

B(A, +1mBY 4 m(Z2 4 22+ 27

721 g =V,
S(4, +4mR) 4 m(22 4 72 + 77)
3(C, +mRy)

Vd = 2 V; == i/43*7"’1{0(29_Zts)
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Quadratsumme der Schwerpun
T Diametralsc

abhiingen.
hrauben von der F-A abhing
int eg Zwec

Ab-
kmiissig | fiir diese folgende
lrzungen einzufithrep -

Mithin wird (5, 6):
8, =3| 24+ C + 0,5m B2
8 =38124,1 0.4 0 g

=3{24 1 ¢ mR2)

24 224 20 4 07 bR+ R .
2 72 | - 1LYy
°s+"t’zZ?+Z:+Z;§‘{+n,25m | RE + Ry, 64

+m{R§5+ R+ 1 |
0{ Zﬁ* Za%

Die ¢ Grissen S bestimmen das T.
d():r 9 Se ranben allein mit,
ge im Kgo

em
E, welches zu de.f_n‘fys:,ine
dem Mittelpunkt in 0 Aot ("? Para-
rd.-System hiingen nach (8) von 6
22,7,

4 inaten
9 Ir erhalten die Koordir
Werpunkteg aus den f§




— 11 —
185, — (R,— R)—(B,— R)+2(B~ R
12y8, = (B,— B)+ (R~
91, = Z,+Z,+ 2y
d Die Richtung der hierdurch bestimmten S-A des Systems
66;9 Schrauben gegen die Koord.-Achsen hingt ebenfalls von
arametern ab: R, — R, B, — Ity Tt~ Ry Zo Zy 2

d Anmerkung. Die Konfiguration der Schrauben ist ‘dagegen
urch alle R, 7, vollstindig bestimmt und daher von (eben diesen)

9
Parametern abhiingig. :
had 2. Berechnung con A ... I Sie geschieht na
n ¢ i

id den Bezeichnungen der Gleichungen
Wicht (U)Y i . : v larch A!
a J) ignorieren WIr vorliufig, ersetzen A, durch A4,
u Y/ -

rch G’ und versehen wegen der besonderen Stellung der Glocke

(p. 7) A bis F mit dem oberen Index 0. Qomit bekommen wir:

I

A = A, + G+ S, n° 8,

B — A,+G+5, S,
Gu i A\’,—‘}‘ (T"+Sﬂ FU — ‘S'_,--

den Grofen A bis F, welche
yukommen, indem man eine
he die Achsenlinien der H-
Y-Ebene ist, im Abstande %
X, Y bleiben ungeiindert,
Demnach bei aufge-
Masse m', Hohe des
squatoriales bez.

&
I

I

einel}Nl“’}]“_nCl}l‘ gelfmgt man 1eic}1t zu
Hils o€ lebl'gen Stellung der Glocke
ql fs-Koordinatenebene einfiibrt, wele
Schrauben enthilt, also parallel der X
(> 0 nach oben, < 0 nach unten); alle
alle Z-Abmessungen vermehren sich um A.
setztem Uebergewicht (mit Gegenmutter),

: der XY -Ebene 7, U,, U,
axiales Triigheitsmoment des Uebergewichts fir seinen Schwer-
I’ﬂnll(t, ferner Gesamtmasse des Kreiselkorpers M ohne TUeber-
gewicht, seine Schwerpunkthohe iiber der Hilfsebene L

Schw ii
chwerpunktes iiber

A = A+ U+ Mk (h+220) + m' 1" D = D+ Mhy
B = B+ U,+ Mh (/1+2:°)+'))L’h” E = E°+ MK
C = C°+ U‘l, F = F°

: Hierin beziehen sich die Z, nicht mehr auf die XY- sondern

auf die Hilfsebene, deshalb schrei lieber Z; und

flhp- L 5

£, 7, L sind die Koordinaten fiir den Schwerpunkt des ganzen
dass

Systems. Dann ist anmittelbar klar,

(M4 m)E = 9mty (M A+m)y = 9 m 5,

ben wir auch sie

ch der Vorschrift Bere(fbnu
er

(2a, b). Das Ueberge- ¢ Konstan
G, des Kreise

10

11

12a
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wihrend ¢, um seine Abhingigkeit von h, k' explicirte auszu-
driicken, die Bezeicbnung der Masse der Achse —-

m,, ihrer Schwer-
Punkthhe iiber der X Y-Ebene = *

» ebenso der Masse der Glocke
= M, ihrer Schwerpunkthihe tiber der Hilfsehene — #° erfordert:

| 121 AL+ m)E = (%, + m,c0) 4 9 Mt (9 - g) b4 il .
Schliesslich &, welches in (1) vorkommt,
I
12e Mipdis (m, L+ m, ) +9miS—m,p
(12b) darf aucy geschrieben werden ;
124 (M+mhyr — M@+ n)+mpy
(direkt odep aus 12h, ¢ Vermoge M — 9m+m‘+mc)-
liskussion 8. Distussion de, gefundenen, Formeln. Wir heschrinken uns
ormeln. quf  die folgenden Bemerkungen. Ohne den mechanischen Cha-
rakter qeg Kreisel

S hinsichtlich der p. ¢ aufgefithrten Eigen-
schaften 5y verdndern | kinnen wir die Extremititen und das
Uebergewichy je durch Materielle Pupkte in ihren Schwerpunkten
ﬁrsetzt denken, diesen mit der My,

. : ie
S8¢ m', jene mit m, wenn d
“omente . der Achse iy der XY-Ebene um

3%24‘1; 4= e 0,5 mej} + U,
das axig)e um

35(24‘1.4- C,+mR3} + U
Vergrissert werd,

en (8 11), sodass jhre
chwerpuniteg dieselhen bleiben,
er Maxwell’sche Kreisel besitzen daher
cidente Schwerpunkte.

Masse und die Lage ihreg:l
Vorgestellte System un
dasselbe T-E und koin-

Richtung der S-A hingen
o (nﬁmli(\’h R, A by k') ab, welche die
: efgh"hen KOHStruktionsteilc des lnstrum(fnts
lmensioney aller Bestandtoile geben natiix'hf?:le

e 11 Gr'(issen, Wwelche wieder die 6 Trigheits-
;oggen 4 bis p (1), die 3 Koordinatey &, 7, & (128, b) be-
| SChréinken , q. h. die Deforma.tionen und Drehungen des T-E, die

erlagerungen des Schwerpunktes.

gen (11, 124, ) g1 ebensoviel Ren
Iossen 4 , F, &, 4, 2 einerseits, dis
. i Z: / I ) 14 o 3 .e u
1€ beiden .gen;: o a,ndertrsel: an, g0 heantworten si




A) Welches T-E und welcher Ort des Schwerpunktes ge-
hiren zu einer gegebenen Anordnung des Kreisels ? .

B) (Umkehrung) Wie miissen die Bestandteile des Kreisels an-
geordnet werden, damit er einen Korper mit gegebenen T-E und
gegebenem Ort des Schwerpunktes darstellt?

Die Antwort auf (A) ist immer eindeutig; die Antwort auf (B)
ist im allgemeinen vieldeutig und entscheidet zugleich iiber die Mog-
lichkeit der Forderung, ob nimlich aus gegebenen 4 ... F &7 &
oder aus gegebenen Beziehungen zwischen ihnen reelle Werte von
R, Z, 1, 1 innerhalb der erlaubten Grenzen folgen. Fiir eine mogliche
Forderung giebt es sogar unendlich viele Anordnungen, wie wir
folgendermassen zeigen kionnen : Man bilde (11, 10, 8) die Differenz

B4 = §5,-8, = mRi— 5 (BL+ ), 13

folglich ist |2 K2, — (B2, + I%,)| eine bekannte Grosse, ebenso, da C
gegeben ist, | IiZ, -+ (R + R;,)|, und wegen F'= F° = 8,:| R, — Ry l.
Hieraus findet man eindeutige Werte fir Rl K, B Alle B
kommen ausserdem als die 3 Differenzen R,—R, R,—KR, R,— By
nur noch in {, v vor (12a, 9. Das giebt mit den 3 GL (7) b GL
fiir 6 Unbekannte, ein R, bleibt willkiirlich. Nach (9) konnen
wir z. B. R,— R, und R,— R, durch R, — R, ausdriicken, die dann
zusammen mit K?+ R = 1%, Bi+R; = R, eindeutige* Werte
von R,, R, in R,, R, liefern. Fiir diese aber ist nur die Gl
Ri+ R = R, vorhanden, also R, oder I, willkiirlich. Ferner

(11, 10) ergeben sich aus den GL
8,4+ Mhy = D, S+Mig = E 14

2}, Z$ ausgedriickt in Z%, h, aus (12b) & ausgedriickt in A, &/,
deshalb (9) Z° in %, &' und riickwirts Z;, Z; ebenfalls in 2, 7.

enn in 4 (11, 10, 8) alle vorkommenden Grossen, welche bekannt
oder in %, /' berechnet sind, durch die neuen Werte ersetzt werden,
$0 kommt eine Relation zwischen 2 und #/, vom 2. Grade in beiden,
zustande. Damit sind alle Gl. von (11, 12a, b) erschopft, folglich
bleibt auch % oder &' willkiirlich. Alle Z; sind eindeutige
Ausdriicke in &, &', von diesen aber ist der eine zweiwertiger Aus-
druck im anderen, mithin bekommt ebenso jedes Zy 2 Werte. Es

2 g ot :
*Nur positive Werte gelten. Typus der GL: ;ig = fi Ist 2, 3, ein

Wurzelpaar, so ist das zweite @ = —y,, ¥y = —& Sind &, =0, 80 isg
die 2. Losung ungiiltig, sind @,, y, << 0, so ist die 1. Losung zu verwerfen. Alle
anderen Fille sind unmioglich.
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besonderen Falleg zu entscheiden, wieviel
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Anmerkun 8. Durch die Entfernung von Sc}?raubelijmstand
wir die Variabilitit qep Anordnung erhishen. Dlesemo bedeutet
werden dje aufgestellten Formely nicht gerecht (m — einrichten
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4y =70 = 7° Diese
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n gleich hoch gestellt Wn{?dl(l;: ey

ull;tellung noch mit dt:nrl (n iyst ( )

die S-A wird. Denn z115(1a11Vic vorher
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2) R, — R, Z} = 7 (Symmetriscie Auor:lnuuy’). (;7) / u:: e 0,

®) S,=3{2A,+U.+0,Bmlfﬁ (+8m (274 1) 5, — S, (.,)’;; Jrint

daher (125) £ = N o= 0‘, D = D F —= ()‘ (11)1)1—(;;1 Kreise

oy rdnung stely, einen Symmut?lscllgétracht““ g
trische Symmetrie -

Eigentﬁmlichkeit teilt die N
Wo die F-A zugleich
D=1 p_ g

Der SYymmetrig ol

Al " N : '-Achse S}'II]““”
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1.
8 (o't i==1) 100
const. fiir alle o, f (o +]
=l

=% &= 0 (124 9 giebt :
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B—R, =R op
D, E

= R,—R,,
=0 dquivalent, mit §
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a S, = 0 (s, Beisp. 1), oder
=Z; = 2
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(18) B—4 — 0 und F = 0 oder (8) § = 0 machen
R, = Ry = R,

wobei R? identisch mit X, ist. Da die R, absolute Grissen sind,
so folgt aus (15, 17) (s. Fussnote p. 13)

R, = R, = R, R, = R, = R,

(16) und (18) bestimmen die fiir einen symmetrischen Kreisel allein
mi}glichen Anordnungen. Die V- Schrauben miissen gleich hoch
sein, die Schwerpunkte der H- Qchrauben mit gerader und unge-
rader Nammer je ein gleichseitiges Dreieck bilden mit dem Mittel-
Punkt in O und einer nach Fig. 1 erkennbaren Orientierung. Es
ist selbstverstindlich die ,symmetrische® Anordnung (Beisp. 2) als
besonderer Fall darin enthalten.

Wir richten fernerhin die Aufmerksamkeit besonders auf den
asymmetrischen Kreisel, dessen Korper im allgemeinen Falle also
d‘umh 3 ungleich grosse H-T und eine von den H-A verschiedene
S-A charakterisiert ist. Speziell:

~ 4) Das Hess'sche Pendei*. Etwas weitliufiger. S-A -+ zu
einem Kreisschnitt des reciproken T-E. Es sei S-A = F-A, £
(@) & n = 0. Die beiden durch den Stiitzpunkt des Kreisels
gehenden Kreisschnittebenen schneiden sich in der mittleren Achse
des reciproken T-E. Dies ist mit dem T-E selbst shnlich gelegen,
mithin steht die S-A normal zu einer H-A des Korpers. Die Y-
Achse mige diese H-A sein, d. b. B ist ein HT, £. (b) D, F=0.
Die Gleichung des T-E in den Jaufenden Koordinaten X, Y, Z
la'utetda,nn:

AX'—2EXZ+CZ'+BY* = M'E,

M' = M+m' die gesamte Masse, kb = Dimensionsfaktor [Linge].
D_ie anderen beiden H-A des T-E liegen in der XZ-Ebene, gegen
die X resp. Z-Achse um den 9 ¢ gedreht, wobei ¢ aus

2F
tgle g a

rdinaten - System, welches

zu berechnen ist. In einem neuen Koo
o Gleichung des T-E mit

die H-A des Korpers bilden, lautet di
den laufenden Koordinaten X', ¥', Z':

raturangabe befindet sich in

* Eine kurze Erklirung mit erginzender Litte
eber die Theorie des Kreisels,

der Monographie von F.Klein und A. Sommerfeld: U
Heft II (abgekiirzt KS 1I) p. 378—3886.

17

18

Asymme-
trische
Kreisel,

19

20
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dann, (22) A, + C, A+C AC = AC-FE beriicksichtigend und

rOrit A, AC—E? .
voriibergehend zur Abkiirzung — = 5 =y, A—p=4',
& B
C—p (" gesetzt, entwickeln sich aus 26 1) successive die Glei-
chungen :
E* Ff—(A—u)(C—u E? E—A'C’
(C—-AF {4+ (=20 ' (T4 T (=AY 26¢
A'C A +(C'=A") = L. 26d

Die letzte lisst nur 3 Auflisungen zu:

DE =00 =A": 204 =0; 3)C" =0

Die erste Auflisung fiihrt za C = A, (22) C, = 4, und infolge
der f"st;:n-:wtzh-n Grissenordnung C, = A, = B,. Das gewiilm-

liche (21) und das reziproke T-E (23) ist eine Kugel; der Kirper
ist ein Kugelkreisel, der fiir eine beliebige Lage der S-A ein
Hess'sches  Pendel repriisentiert, da jede Ebene sein reziprokes

m . . . - ° . - b . M . . .
IE in einem Kreise schneidet. Diese Auflisung 1st trivial. Die

1 (‘ - ', * ) r.
zweite fithrt zn A = o 4 . : oder ' = A(C—B). Wird
C=RBfE=0 (24, =4 und C, = C, B, = C,, so ver.

wandelt sich das reziproke T-E (und das gewohuliche gleichfalls)
In ein symmetrisches Ellipsoid, dessen Rot.- Achse die X-Achse
ist; die beiden Kreisschnittebenen durch den Mittelpunkt fallen in
der YZEbene zusammen und enthalten die S-A. Der Kontinuitit
nach diirfen wir auch fiir C 4 I schliessen, dass die an (26a) an-
gekniipfte Bemerkung hier zutrifft. Die zweite Lisung giebt
also kein Hess'sches Pendel. Dagegen die dritte. Sie fiihrt zu

Ce=p- '”.If i oder (¢) E* = C(4-B); in Worten: Das
Tl‘iighcilsprnduht E muss gleich sein dem geometrischen Mittel
aus dem Triigheitsmoment (' und der Differenz der beiden iibrigen
A~ B, Denn falls hier A 5. f. E = 0 wird, kehren wir zu
Kreisels (Beisp. 8) zuriick,
iz der S-A mit der Rota-
Pendel zu reprisentieren,

den Bedingungen des symmetrischen
und dieser vermag wegen der Koinzider
tionsachse von selbst das Hess'sche

Unter den gemachten Festsetzangen sind
a9




2 (a) &

=n1=0, b)D=F =
I

fe) ]' = (‘(.l I'\
. ¢ .Il-
~ 1: 6 .hn* .\lnl’-"
die notwendiren und ausreichenden Bedingungen, denen Fir eine
3 ’ = ° & . . . “
verteilung des Maxwell'schen Kreisels hier sxrxt~lll'}j‘.~ . Diese
i (¢) zwischen A p . muss A > B sein.
reelle ]’mzu:hung (¢) zwischen 4, B, I} muss b B eren: her
1fngleu'hung geniigt zugl'»-nh h,n ’(ls n (hier uy
lei(:htcn) Beweis, dass die A, B,C, als
setzung 1 = U, gehorchen,
Einfluss der Bedin

(14, 274, b) D = S,

v e v Fest-
reelle Grissen der K
4, > 8B

gungsgleichungen (27

auf die Anordnung:
=0F=8 =90 ¢

4
28a (10, 8) 20 — 4y = 2, b = It = I laher
- : x‘
E8b - (198, 9, 975) R . .= R~R, = R—R, (vgl. 15), dabe
29

R, — R R, — R,

Ferner (13): 4_p _ m(R Ry, wegen A = I
30 R~ V%

w  oder R+m
(11,10,8); ¢ _

3 v LI # L
;3 -+ ;" - A, -t l“‘ \
- )

§ T K.
il I afe 6o - P o I 4 "
A+ G o +3124 40 4 O5mE 4 mi K
31 /1:'+ (',,J” {-‘,‘ _%312“.%‘ (.' -‘»U,:')m/{'/f '“1,: K*.H‘A‘ZQ_ \\-IH!
(}:m:l'j -~§-2I-£'—,L-I' {

~ ) . 7%,
1 \r\'h}{(‘“ :. == \), l‘,’ 1 il”,"*‘""l"" /:
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32 B2~z = (Bo_ Bo(P+2Te 4 1)),

(28~»32,\ machen diq
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proken T-E, indem die S-A Senkrec hie der einen oder der anderen
werden kann Die Dittereny in /‘ kann immer so klein ge-
withlt werden, dass 72, 1 erlaubten (rebiet bleibt.

Es ist niitzlich, die allgemeine Massenverteilung des asymme-
wen hin zu specialisieren,
Grad der Verwandtschaft

Kreisel mit dreiachsigem

trischen Kreisels noch nach

Massenverteilungen, die einen

) etrischen Kreisel zer
T-E, deren eine H-A mit der S-A zusamme nfillt (Twpus 1), und

ik

mit dem svm

Kreisel mit symmetrischem T-E, deren S-A von der Symmetrie-
ist (Typus 11)*. Bel jenen wird man

linie des T-E verschieden
Bedentung, bei diesen entweder die

die Achse mit der d
Rotationsachse des T-E oder die S-A in die F-A des Instruments
llili('ih‘v;{v;;

15) -1.,‘/.'"‘ I. =,
ebene mit dem T-E ist dann schon die Ellipse, deren Achsen Rich-

i

T 0, D E 0. Der Schnitt der Aequator-
tung und Grisse der iibrigen beiden H-A angeben. Wir orien-
tieren sie gleich so, dass die grosse Achse in die X-, mithin die
ic Y-Achse fiillt. Dementsprechend sind F' = 0, 4, B,

C die H-T, Il > A. Wie in Beisp. 3 (15, 16 I‘u]gt
I R R, R, == R,— R,, Ly == Z; =

]

klr‘lh(' in d

weil I verschwindet: K%, = Ki, = R’ (13)
B—A = m(R,-F), R,>F

Aus der ersten und dritten der dreigliedrigen Gleichungen ergiebt
sich: R, = R, It 2

3 e

Am einfachsten ist die folgende Anordnung: Alle V-Schrauben
gleich hoch. die H-Schrauben Nr. 2, 3, b, 6 in gleichem Abstand

von der F-A, Nr. 1 und 4 ebenfalls gleichweit von der F-A ent.
fernt, aber mehr nach aussen geriickt als die iibrigen.
Es leuchtet auch unmittelbar ein, dass die beschriebene Kon-
figuration der Schrauben die Asymmetrie des Typus 1 erzeugt.
6) Typus 11. a) F-A = H-A, ¢ == axiales H-T, f. D, E =0,
Damit alle iiquatorialen Trigheitsmomente einander gleich werden,
muss sein: F == O, B == 4. In welcher Meridianebene des

]
m " * . . - . . - » & 2
l“"4 dll' h»_:\ ]!l’;{t. st ;!1"“‘!1_1.:“]!‘;:- 51 M’ﬂ'ﬂt Y, = 1] ()dl)l r e d”' ”}.

(l-‘, N) D == S O macht /“ o /. s o 0 Z“-—«Z: s

4 M " Sitami :
V8 M. Durch v = 0 zusammen mit F =1 kommt R, = R,,
R, = R,, durch B~ A = 0 (38) B = R, und endlich, indem

* Das Hoss'scho Pendel gehort keinem der beiden Typen an.
g

33




37

— )

wir die ergte (Huichung von (9, 12

2} hinzufligen
| BB~ min "
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o

der F-Schraube Nr. 7 gegen reitig von
einer Verriickang der H-Schranbe Nr. 1. im Grenzfalle bis in die
Distanz der Nr. 3 5, der H-Schranbe Nr. 4 bis in die Distanz
der Nr. 2 6 gefolot wird.

aw iy .
10 hWricoen dehor olad
i NHryZen, welicher } i

Mit dem Typus | werden wir uns fortan ausfiihrlich be-
schiiftigen.

[I.

Typus 1. Differentialgzleichungen und besondere Formen
der Bewegung.

Dieser und die folgenden Abschnitte sollen von der Bewegung  Voraus-

: o i . b Wrnioale  Sotzungen
derjenigen besonderen Form des schweren asymmetrischen Kreisels , © Problemg
handeln welche in dem ersten Abschnitte Typus I genannt worden Xor:

’ bemerkung

15t und durch eine einfache Anordnun
menteg

e e des Maxwell’schen Instru-
vertreten wird Nach dem gewihnlichen Vorgang der
th"““"“““'"ﬂ Mechanik wollen wir von den bei der natiirlichen

B"w"':“"ﬁ des Kreisels wirksamen Kriiften al

dl

le seine Energie ver-
zehrenden (dissipativen) ignorieren und von den seine Energie er-
hﬂhon(]vu (konservativen ‘}\'rlix!v:. nuar die Schwere zur Betrachtung
zulassen, Die spezielle Wahl des Typus I rechtfertigt sich durch
den Wunscl, die Vaorstellung zu fixieren und mit Hilfe des ein-

h“‘h"" ”"‘i‘l]dr!n l’.-h. ;l: FrIngen Fu entsiu ‘..r‘.’.!t W ;} "', ' !ll’l!.’ﬂi»‘

FUNE

mutandis auch fiir s n anderen Tyvpus oder fiir den allgpemeinen
~ -
Fall giiltig sind

Wiihrend dieser Abschnitt der Herleitung der Differential-
Hl‘“"‘hun;{«-n der Bewegung aus m chani
(ll'x

rinzipien vermittelst
Impulsbegriffes gewidmet ist, und di . M
fachen, aber

werdoen,

theoretisch  wichtigen Beweguangsformen erirtert
welche vermiige des geometrischen Zusammenhanges zwi-
schen den Richtungen «.‘.m- Vektors der instantanen Winkelgeschwin-
digkeit und des Impulses durch ein besonderes Verbalten beider
\
)\'iilu-rung»furnu-ln der wichtigeren Bewegungen entwickelt werden,
z. T. unter der Annahme, dass die Asymmetrie des Kreisels be-
liebig klein sei*, damit die angeniiberte Darstellang hinreichend

J . - .
ektoren ausgerzeichnet sind, sollen in den folgenden Abschnitten

* Ueber die Bedeutung dieses Godankens vgl eine Schlussbemerkung zam

Kxkurs abor don asymmotrischen Kreisol b Kap V der Kreisol-Monographie, K8
I p. 890
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Wir gebrauchen, wie iiblich,

dinatensysteme mit dem Ur
Erde;, XY¥Z mit dem Kreis
Linie der positiven z der
setzt, die xz-Ebene, eine g
mit der Medianebene des
seiner beiden Siule

T
zwel rechtwinklige HﬁuPt'i'Tt\oge 5
sprung im  Stiitzpunkt: 2y mist e
el starr verbunden; in .].enem(re(renge_
Richtung der SCh\\'(‘l‘kl‘E'lft entgeg o2
n sich willkiirliche mekdlebef}:]inien
Biigels (= Ebene durch die Achse

- euz
' . ) . it dem Kr
n) identisch sein, dieses fillt ’mt,; der F-A
. der H-A deg Kreisels zusammen, die Linie der Z mi -
. die Linie der

X mit der A-Achse, die Linie der Y ml‘tﬂciiittes
Achse, so dass alles mit dem Beispiel 5 des Cl'Stffn £bs \t vOI-
tibereinstimmt, auch die F estsetzung B> 4. Alle ubcrhg;l fensy-
kommenden rechtwinkligen Koordinatensysteme sollen ]’)rrt)%hricb'
steme* sein, womit zugleich die als positiv geltenden estimmen
tungen festoestellt sind.  Die Bover’schen Winkel b, 4, ¢ bes wie
die Lage deg Koordinatensystems X
in Fig, 9 dargestellt ist :

, I Zwar,
YZ gegen xyz, und




8 =x72z= OK = Knotenlinie
. ¢ = XK, = OV = Vertikale
o =XXK OF = Figurenachse.

(KS I p. 17, 18).

Diese 3 Winkel schneiden auf der um O als Mittelpunkt beschrie-
benen Einheitskugel Bogen aus, von welchen, wenn wir die Kugel
mit der Himmelskugel, die wz-Ebene mit der Meridianebene, den
Durchstosspunkt der Vertikalen mit dem Zenith, den der F-A mit
einem Stern vergleichen, ¥ der Zenithdistanz, ¢ dem Stundenwinkel
des Gestirns entspricht. 9, ¢, ¢ repriisentieren als von einander
unabhiingige Koordinaten die 3 Freiheitsgrade des Kreisels; wir
konnen 9 und ¢ die Koordinaten der F-A, ¢ die Koordinate der
Drehung des Kreisels um die F-A nennen. Die Linie, welche der
»Stern® auf der Einheitskugel beschreibt, werde reduzierte Bahn-
kurve der Kreiselspitze genannt, i und ¢ sind dann zugleich ihre
laufenden sphirischen Koordinaten.

Die Ableitungen nach der Zeit ¢ sollen nach Liagraxee durch
Accente, Vektoren durch deutsche Buchstaben bezeichnet werden.

Die Komponenten des Vektors der instantanen Winkelgeschwin-
digkeit (kurz: des Drehvektors) T nach der Knotenlinie, Vertikale
und F-A sind resp. ¥, ¢, ¢ und heissen die (Euler’schen) Ge-
schwindigkeitskoordinaten, die senkrechten Projektionen von
auf die H-A A4, B, C seien resp. p, ¢, und heissen die Kom-
ponenten der momentanen Winkelgeschwindigkeit des Kreisels in
Richtung der H-A (kurz: die Drehkomponenten). Gelegentlich
soll » die axiale, die Resultante von p und ¢ die #quatoriale
Drehkomponente genannt werden.

Wenn zur Abkiirzung sind = s, cos ¥ = u gesetzt wird, so
driickt sich der Zusammenhang swischen den Drebkomponenten
und Geschwindigkeitskoordinaten folgendermassen aus:

ptig = e (¥ +iY's) oder
p= ¥cosg+ssing
— — 9 sin¢+ ¢scosg, und

r = o'+ ¢u (KSIp 44/45).

Die senkrechten Projektionen des Impulsvektors J(|J| = J)
auf die Knotenlinie, Vertikale und F-A seien resp. I% n, N und
heissen die (Euler’schen) Impulskoordinaten; die senkrechten Pro-
jektionen auf die A4-, B-Achse seien resp. L, M, diejenige auf die
C-Achse ist N. L, M, N heissen die Impulskomponenten in Rich-

38




i ' L
tong der H-A gelegentlich i

und M die
mit den Dre

die Resultante

N die axiale, =
Ihr Zusammenh@np

aquatoriale Impulskomponente.
hkomponenten Py, T

41 '
L == f’[?. M = ],'r[ N = (Cr.
i Wir erke , -Koor-
f di;rtukq_nm-n an der Fig. 2 noch zwei rechtwinklige Nt&.ben_ilic
()‘\T?’Sfm}sy-ﬁtmrm' deren wir fernerhin noch bediirfen: Wt n;beﬂea
()K!A C'zm“ der v ertikalebene durclh OV und OF mit der ”‘L"/—: 0K’
E y 25 "2 ] . hl ) J 1
:b‘ dasg ..ml “.‘1«1: XY-Ebene 1st, das erste aus den Achsen OF, v chte
| Pro'di?ltu aus den Achsen OV, OV', OK gebildet. Die genkre ot
Ach‘],tVE:llgn von § auf OK' sei F!, auf OV’ sei m; 3 nacgl E,
B S s arata . ) . By, X
i bezw (-'Shu‘attn Systems zerlegt in die hnmpﬂn"““" )‘hb ;;W
us 'g:eolz;lc ‘de‘n Achsen des zweiten Systemes in #, 7 E d:ﬂ‘
Eingefﬁhr;t“ig‘hen Griinden ergeben sich alsdann zwischen
hrten .2 .
mpulsgrissen die folgenden Relationen:
42
13 E+iF = ¢ (L +iM)
44 n = Nu-+ Fs
N = nu+ ms:
K/
Fig. 3.
die he;
belden | . : . Fhene
durch gj, \:ﬁtzﬁ(n leicht mit Hilfe der Fig. 3, welche (]m-Etiu
4 ! f,!.'l‘ % % & | s ) (3
des lmpnlav kl ale und F-A mit (J, als senkrechte Proj
tzla tber o Ime' \l‘.«)m auf sie darstellt. genden
mpul!- Pu B d‘:ﬁ Kl'piq 3 . : ceen fre ¢
vektor, StOSSkriifte sind ve sels und alle ihn von auss egten punkt
; ' des

rmoge seiner Verbindung mit dem 1¢

Drehst;
0 : e xr » (
e (BB Ly 88 ond 93). Nennen wir den Vektor




einem System von Stosskriiften, welches den Kreisel in irgend
einem Zeitpunkt trifft, gleichwertigen Drehstosses ©, dann gilt
der Sate:

A = 6, 45a

in Worten: Der durch den iusseren Drehstoss & verinderte Im-
puls §+AJ ist gleich der Resultante des Impulses ¥ vor dem
Stoss und des Drehstosses ©, gleich I+ ©. i

Riihrt der dussere Drehstoss von kontinuirlichen Kriiften her, : '!
$0 wird & der infinitesimale Drehstoss &dt, wo ® den Vektor ‘:
der Drehkraft bedeutet, welche den dusseren Kriften dquivalent ]
ist, und die Aenderung des Impulses das Differential d3; weil
dann die Gleichung (45a) fiir den ganzen Zeitraum der Wirkung
der Husseren Kriifte gelten muss, verwandelt sie sich in die
Differentialgleichung :

§ = & (vgl. KS I p.115): 45b

Die Aenderungsgeschwindigkeit des Impulses ist (vektoriell) gleich
der Husseren Drehkraft. Die Aussagen (45a, b) beziehen sich aunf
ein im Raume festes Koordinatensystem. Wiinschen wir die Aen-
derungen des Impulses, inshesondere seine Aenderungsgeschwin-
digkeit als Folge dHusserer, stetiger Kriifte, relativ zu einem
irgendwie stetig bewegten, rechtwinkligen Koordinatensystem mit
dem Ursprung im festen Punkt des Kreisels zu kennen, so ist
zum Vektor § noch ein Vektor € zu addieren, der das Vektor-
produkt aus dem vorhandenen Impuls J und dem Drehvektor ©
des bewegten Koordinatensystems ist, in Zeichen:

§ = C+8 €= 3>=<D*; (vgl. KSIp 141%) 46 a

wohlverstanden: Die Zerlegung in Komponenten hat nach den
Achsen des bewegten Koordinatensystems stattzufinden. Also
Z, B. €. Die Komponenten von S seien J,J,J,, die von D 0, ®, ®;
in Richtung der bewegten Koord.-Achsen, damn sind die Kom-
ponenten von €:
C, Jy0,—J 0,
C, Jyw, — AN 46b
C, = J,w,—J,0,

I

* Nach dem Vorgang von Gibbs. Vektorielles oder idusseres Produkt der

Vektoren %, B — % >< B, Skalares oder inneres Produkt = A .B.
## Sjohe auch Routh, Rigid Dynamics. Advanced Part Art. 19.
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+ des Dreb-

llAnwendung Die iussere Drehkraft & ist hier allein der Vekto! -
" 5428 moments der Schwere und, weil der Schwerpunkt oy ?Zwicht
liegt, bestiindig in der Knotenlinie gelegen. Mit das nach
des Kreisels, mit ! die liings der F-A von O aus gmn.vsst‘“‘f!hwcr. .
R oben positive und nach unten negative Abscisse seines e
| punktes bezeichnet, wird

~ ' | = 0 Vektor nach K zielend
7 R = Gls = Ps. & - wandt;
| <0 Vektor von K abge

S -

; s
1 : - ' oI \Velc}l
mithin bedentet P das grisste Drehmoment der Schwere

* S ‘ L wirklich |
der Kreisel bei horizontaler lage der F-A (s = 1) wi |
besitzt.

ifferentia).
i leichunggn
der

1 Bewegung.

der
Wir st . . ; ;- 1aichungen 4¢
Vir sind nunmehr imstande . die I)1;}‘.-rnntl:l];!lt‘ll-hu"*‘

, o . . K (p- 24)
}_)’_e“‘-‘f-»’,"mﬂ sofort hinzuschreiben. Koordinatensystem: KK'F “hez-:
Komponenten von § nach OK - E, OK': F, OF: N, von D

5 T AR Y T N .
1 ¢ . * . v
Y, &'s, Y'u; von R bez.: Ps, 0,0. Folelich (46ab):

‘ ]‘:' —— ]"'P’!i i ‘\'.?'5 4+ I’S
48

" F' = Ny — EY'u
N = Ey's—FV.

@

. . den!
he R i . . ) 4iand1Z

Dies System von drei simultanen (Gleichungen 1st \oH.&.tlm(: nni der

s1e sind unabhiingiz vonecinander, und ihre Anzahl stimm 4

? i ' ) v hestimm

Zahl der Freiheitsgrade des Kreisels iiberein. Sie bestl s

yd Anfang

Bewegung zusammen mit gegebener Anfangslage un in YOI
schwindigkeit eindentig ; denn es sind, weil wir ‘11"-' d,mrcl die |
kommenden Impulsgrisssen E, I, N nach (42, 41, 40b) d“_ die 1
Euler'schen Lage- und Geschwindigkeitskoordinaten €
Tl'ffi::hﬂilskmmfnul»=-n des Kreigsels ansdriicken kinnen,
tane Differentialgleichungen 2. Ordnung fiir #, % %

ok . eu. dam TolE
Andere Gleichungssysteme, welche wir fiir den tolg

ere
a
\ : ) coder nut ¢
brauch noch aunfstellen miissen, sind daher .-n?‘-‘v"-'h? leren Inte
¥ ; : .+h de
Gestalten von (48) oder (teilweise oder ganz) dur { ; (”cich“ng ,
P " oy # . . . e |
grale ersetzt. Die Elimination von F ans der 2. un ‘

von (48) liefert sogleich ein erstes Integral:

(e

enth?“

19 Nu -+ Fs const {(44) = . .

Die 1. und 8, Gl. (48) zusammen mit (49) sind i
,po’!Z"'
* W,

; Lagrange's Gleichungen der zweiten Form, in dem :
h!em unngaudt auf die Koordinaten #, '%, Y denn
die entsprechend zugehirigen lmpulskoordinaten.

Mit Hilfe von (49) /' aus der 1. und 3. GL

P

(48) untf@[ﬂt:




sE' = ¢ (nu—N)+ B
N = E'fa's'—-(n—-uf\") .

—_—

" . " N—nu
Hierin werde die lumul.skomponente m eingefiihrt, ) m=—"7""
wodurch wir die erheblich einfacheren Gleichungen:

s E' = Ps—4¢m (IT)

| W = E".J'

gewinnen, welche zusammen mit (44) ein vollstindiges System dar-

stellen.

(50) aber auch direkt durch Bezl
auf das Koordinatensystem V'KV (p- 24) Komponenten von N
nach OV’: m. OK: E, OV: n; von D bez.: v, 0,0; von § wieder
bez.: Ps, 0, 0. Ausser den Gl. (50) kommt dann noch #' = 0, also
iibereinstimmend mit (49).

Mit Riicksicht auf die Entwicklungen des niichsten Abschnittes
wollen wir den positiven Unterschied zwischen B und 4 in Bruch-

teilen von A ausdriicken und & nennen also:

ehung des Impulssatzes (462 b)

B—A
B—A4 — :A oder B = A(1+2) oder ¢ = —7

¢ ist eine unbenannte, absolute 7ahl und mige die iquatoriale El-
liptizitiit der Massenverteilung des Kreisels oder kurz seine Ellip-
tizitiit* heissen. Fir die folgenden Rechnungen ist es bequem,
alle Trigheits-, Impuls- und Kraftgrossen quf A als Einheit zu

bezichen und demzufolge zu setzen:

: C 1 " _ Bl
Konstanten: — = % T e Do
o 0
E o f N m =
= == ) — = M.
A

Veriinderliche: PP o5 w5 i q
Anmerkung: Zur Priifung der Formeln hinsichtlich der
h, dass durch diese Festsetzung die

Dimensionen merke man sic ‘
Triigheitskonstanten unbenannt werden, die Impulse den Charakter
von Winkelgeschwindigkeiten, die Drehkrifte den Charakter von

Winkelbeschleunigungen bekommen. S_ymbolisch:

[Impuls] = ¢ [Drehkraft] = it

Mit den neuen Bezeichnungen (52) lauten :

hen Excentrizitat der aquatorialen

*KS III p. 600. &= [0 der numerisc
Trigheitsellipse.

50

sl

52
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iDynamische
Eigen-

haften der

Bewegung.

e e

ey

e

LTI S A

— 98 _
43) n, = wu +f (50) ¢ = p,s—ym
44 w = nu-+ms m = ey,

und die Impulsgrissen e, f werden (42, 41):
€ = ¥ —cqgsing [ = {'s+zqcos .

hen
Die folgenden drei dynamischen Eigenschaften, von wf;lclren
die beiden ersten auch dem allgemeinen Kreisel zuko.mmen,t-alglei—
ebenfalls zu einem vollstindigen System von Differen ln der
chungen, von denen aber zwei hinsichtlich der 9, ¢, ¢ v Die
ersten Ordnung sind und nur die dritte von der zweitem un
ersten beiden miissen also zwe; erste Integralgleichungen S?lnvol -
2 von den 6 willkiirlichen Konstanten besitzen, welche dlt?nalten-
stindig integrierten Bewegungsgleichungen des Problems en Zhren
1. Satz. Der Endpunkt des Impulsvektors Verhm‘rt ;Vu)
der Bewegung in derselben Horizontalebene. (KS ”. . 3‘i)n-lpu15‘
Denn nach (45 b) ist die Aenderungsgeschwindigkeit des ichtets
vektors wie der Kraftvektop ® bestindig h“l‘izont_al g-erlsenk‘
welches mit der Behauptung identisch ist. Mithin ist d1}e gleic
rechte Projektion von 3 auf die Vertikale konstant, “fimh.meitha %
der Hihe der den Vektor der :Xentl('l.‘llngs'g't‘.\‘('h\\"indl%‘]\'(}lt‘ i
tenden Horizontalebene iiber dem Stiitzpunkt. Die Konsta
gleich n (Fig. 3 und Nr. 49).

. . . o ist 9 Y
Da n die zu ¢ gehdrende Impulskoordinate ist, so 18

: s0
klische Koordinate des Kreisels, und weil ¢ die einz1ge ,l:g:c;n@n
gehort der asymmetrische Kreisel zu den m()n()('_\'kliS(.‘l.l(l,ll ?} Sstiinde
der Mechanik. Djese Eigentiimlichkeit hat zwei wichtige UM
zur Folge : .

1) Die Koordinate % kann iiberhaupt ignoriert* e
2) es existiert eine sogenannte stationiire Bewegung: der Be-
2. Sate,

~ ¢ . > . 3 a )nd
Die (%csamtenerguz des Kreisels ist wiihre
wegung konstant.

i ein
(reisel @
Nach den Voraussetzungen des P der Kr

roblems 1ist he die Zel

. : relch ;
abgeschlosseneg (d. h. ohne Bedingungsgleichungen, w O]z diejenige™
explicite enthalten) und konservatives System, woml! & B

: . . Pm zi) d
erkmale vorhanden sind, unter welchen das Prinzil .

. h
e Sel
haltung qer Energie gilt. Die konstante Gesamtenerg
(A = p). . 1:hen 1HbE
" und h gind Qie beiden angekiindigten willkiirlic

grationskonstante,

i s 319, 7"

AT C & T s 3 : 1 (1908) Art
HOMSON & Tair, Treatise on Natural Philosophy ;

P. 820 abh,




3. Satz. Die Aenderungsgeschwindigkeit der axialen Impuls-
komponente ist von der Schwere unabhingig und gleich dem
Fliicheninhalt des aus der #quatorialen Impuls- und Drehkompo-
nente gebildeten Parallelogramms, ausgedriickt in den Massen dieser
Vektoren. Der Winkel zwischen beiden ist immer von der Impuls-
komponente aus zu rechnen und sein Vorzeichen bestimmt das
Vorzeichen des Flicheninhalts.

Wir brauchen nur den Impulssatz (46a) auf das aus den H-A
des Kreisels gebildete Koordinatensystem (XYZ) anzuwenden und
bei der Zerlegung die Komponente des Impulsvektors nach der
F-A zu betrachten, um die Behauptung einzusehen. Denn erstens
steht die Knotenlinie zur F-A immer senkrecht, und deshalb hat
der Drehvektor der Schwere keine Komponente nach dieser Achse,
zweitens ist der fernere Inhalt der Behauptung nichts weiter als
eine geometrische Interpretation des fiir die Aenderungsgeschwin-
digkeit der axialen Impulskomponente hergestellten Ausdruckes.

Aus diesen 3 Sitzen konnen die drei Differentialgleichungen
der Bewegung leicht konstruiert werden. Kinetische Energie 7 =
halbes Skalarprodukt aus Impuls- und Drehvektor (KS I p. 96)
= 1.9, potentielle Energie U= Pu, 2. Satz: T+ U =h. Fiir
den 3. Satz: 46b) €, = N, J, =L, J, = M, o, = p, w, = q.
Die 3 Gl. erhalten zunichst die Form:

Nu+I's = n
% 3 (Ip+ Mg+ Nr)+Pu = h (IIT)
N' = Lg— Mp.

Bemerkung. Die erste dieser Gleichungen ist identisch
mit (43, 49), die letzte mach (40a, 42) mit der dritten des Gl.-
Systems (48). Wenn wir fir L, M, N die Werte (41) in p, q,»
Substituieren, wird sie Cr' = (4 —B)pq, also die dritte Euler-
sche Gleichung.

Zum Zwecke einiger Umformungen der G1. (56) setzen wir noch:

- = & dsin22¢ =7

n,—uw = g = gu,w) ¢ cos 29 = ¥
1_)ann folgt aus der ersten Gl (56): fs = g; aus (55, 40b):
fs = s (L4 +1)+uw, £

’ q-'ul.(
Vg m it
+e +7
Ferner: 14¢)
1.2 ' ’ r ul +8 +gY .
es = —'gy—u (l+e'—y) = (60)——{;;?'_’

56

57




aus der 2. Gl. (56):

Lp+ Mg = 2/1—21’,4_.?;,, — ,1:21,r21,uu—auw*§

zur Abkiirzung = AL*: J; reell, weil Lp+ Mg = Ap'+ B =
Es ist also

62 i

= (u, w) = 2h, —2p,u—a,w* =0.
Andererseits: Ip+ My — Y 4+ Iy's, folglich
s?
(Lp+ Mg) 4 = —oswHfsy’st (59, 61)

2

= w14+ —y )+ s (g+u'y) (60)
w(1+e)+g’

1+£r+_{1

Durch Vergleich kommt die bemerkenswerte Gleichung:

R R

} % Wl gt = B (14 +7).

Die dritte G1. (56) wird geschrieben: (57)

| 04 w' +epg = 0.

(60, 63, 64) sind die neuen Formen des Gleichungstripels 4,(,56)' =
1 Fiir den symmetrischen Kreisel, : — 0, ergeben: (t»42 1062)
const.; (63) «” = k*s*—¢*, nach der Bedeutung von ¢, {"’ (Di’lossé
wegen s* = 1—u* und der Unveriinderlichkeit von w emn€

e blOSse

i e ey 3

. s g . :
Funktion von u; (60) ¢ = g aus denselben Griinden e

e : : ) . ngen
]fli.ml\tl()n von u. Wir kehren damit, abgesehen von der mldArgur.
blick unberiicksichtigten Koordinate w, nach Restitution (13 des
spriinglichen Bezeichnungen zu denjenigen Quadraturforme ;13 (8)
symmetrischen Kreisels zuriick, welche z B. in KS 1I P- 2

| dufgefte!lt und seit Lagrange allgemein bekannt sind. :

eometrische Es ist bekannt, dass zwischen den Richtungen des ]mpu” g
| Herleitung  Drehvektors o 1 1: . rten Korper

o ot ktors ein durch die Massenverteilung des bewegte gic

 besonderen  allein bestimmter, geometrischer Zusammenhang pesteht, der

Bewcgungs- o e .
50 aus on liisst
bl usdriicken lisst:

]s- und

; Iche
Der Impulsvektor steht senkrecht zu derjenigen Ebent ye

en
deu: Drehvektor hinsichtlich des mit dem Korper fest ver’bunden
T-E konjugiert ist*,

. 1 ;o beil
Die beiden Vektoren fallen dauernd zusammen, wenn 81

e st s s

*KS I p. 102,

2 > (.
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Beginn der Bewegung in einer der drei H-A des Ellipsoids lagen
und der Kraftvektor der Schwere ihre Richtung nicht #ndert, f.
in derselben H-A liegt oder dauernd O ist. Demzufolge:

1. & und W liegen in der C-Achse. §& immer senkrecht zu
dieser, also notwendig & = 0, f. 47) ¥ = 0, d. h. die F-A muss
kerzengerade stehen. 5, W = const, § = (o, B=u0; o= arb.*
Diese Bewegung ist eune permaneite Rotation wm die vertikal ge-
stellte F-A.

2. § und ¥ liegen zusammen in der A- oder B-Achse, ®
liegt in ihrer Hauptebene, muss also bez. mit der A- oder B-Achse
koincidieren, f. liegen & und auch in der Knotenlinie. Die Be-
wegung des Kreisels besteht in einer Drehung um die Knoten-
linie, und diese bleibt an Ort and Stelle. ¢ = const, ¢ = 0°
resp. 90°. § = A9 resp. BY. Impulssatz (45b) &' = s

AY = Ps resp. BY = Ps.

Der Kreisel schwingt in beiden Fiillen wie ein ebenes Pendel.

Man vergegenwirtige gich z. B. das Modell des Maxwell'schen
Kreisels im Zustande des Typus I, stelle ihm derart, dass die
Achsenlinie des herausgeriickten Schraubenpaares zur Median-
ebene des Biigels (y = V) cenkrecht steht, oder in ihr liegt, neige
die F-A in derselben Ebene und gebe, wenn man will, dem Kreisel
einen (Dreh-)Stoss, dessen Velktor in die Knotenlinie fillt, um die
beiden moglichen Pendelbewegungen anschaulich vor sich zu haben.

Es giebt nun aber noch Fille von Bewegungen, bei welchen
Impuls- und Drehvektor ohne zusammenzufallen dauernd in der-
selben Ebene verbleiben.

3. Diese Bewegungen bestehen in der permanenten Ro-
tation um eine von der F-A im allgemeinen verschie-
dene, vertikale Achse. Die Ebene, welche & und B
dauernd enthiilt, muss nach dem vorausgeschickten geometrischen
Satze eine der Hauptebenen durch die C-Achse, also entweder die
CA- oder CB-Ebene und wegen der permanenten Rotation zu-
gleich die Ebene durch die Vertikale und F-A sein. Deshalb ist
auch die 4B-Ebene ausgeschlossen. Die Knotenlinie fillt bestédndig
mit der B- resp. A-Achse zusammen. @ = 90° resp. 0°; die kon-
stante JC-Geschwindigkeit um die Vertikale sei ¢/ = v. In diesem
besonderen Falle kimnnen wir unbedenklich von einer kinetischen
Interpretation des kinematisch eingefiihrten Vektors S (46 a),
welche umgekehrt Poinsor zu dem Impulssatze (464a) gefiihrt hat,

* Abkiirzung filr quantitas arbitraria.
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; ; Koordinate
vorteilhaften Gebrauch machen*, Tndem wir dﬂ? 1itrkeiten des
System, auf welches wir die Aenderunfg;SgeSChW‘,“(dé’n sprechen
Impulsvektors beziehen, mit dem Kreigel fc’st veplnnDre}’lkraft an.
Wir mit RS ¢ als den Vektor der centrifugalen ler Knoten-
r hier keine K‘umponente\ r'lach (%notenlinie
linie entsendet, tiberhaupt 3/ — () ist, € und & in der
selbst liegen, g0 gilt vermoge (46 a) der BR'C.Z? tikale statt, SO
Findet eing Permanente Rotation um die Vertik

. quf der
miissen sich ey Kraftvektor und der Centrifugalvektor au
Knotenlinje bestindig dag Gleichgewicht halten. . dor F-A
In Zeichen . C+8 — Die konstaute he’gun.gd 5., u, die
gegen die Vertikale betrage By, domentspred}e“d.r Sln.mwl:;re,isel;
Werte von $, . Dag Koordinatensystem FKK’ ist fﬂs? 11 vs. Tresp-
die G‘reschwindivkeitskomponente nach OK' und OF sind vs,

a der Impulsvekto

o]

vu,, die Impulskomp

im Falle o = 90° B,

Onenten dAvs, resp. Cvu, im Falle ¢ ht). ’Jeneﬂ
resp. Cvu, im Falle ? =0 (also nur B mit 4 vertausc
vorausgesetzt, wipd offenbar

€ = Avs, vu, — Oy

0"'80 = Sq uu(,‘ll - ("')7
g s Pall:
: i i
66a - Ps, = "zso“o(C-A) und durch 4|B der ander
Ps

o = v? souo(()-]j’). arb.
5 =0 oder 8,=10 befriedigt beide Gleichungen identl?d]}’?-i&.‘ Da-
Dies ist gop L. Fall der Permanenten Rotation um die

gegen fiir vop ( ve

S (At stk B

rschiedene % Division der Gl. (662)

erlaubt: - r
O v = =

h die Nei-
i diglkeit um qj, Vertikale ist also durthdu(rch die
P gung der p_ A g8en die permanepte Drehachse und

i | assenverteilung

doppelwertig () bestimmt,
er Kreise] verhdlt sigl,

Dendel.
; : . i Lonisches Pe

" beiden Fiillen wie ein koniscl !

i 18 Bewegynp kann ej i

i : g

r0sse
F-A fillt) von d;”I_G]‘{(;zh-
»Seitlichen Anstoss“ (Vektor m’) iachdem
von der Grigge Avs, oder Bvs,, )@ g 9, der
oder ¢ — (o ist, bei gegebener Anfang”'"elgl&?: beiden
8egen die Vertikg) + Die Aequatorebene zerlegt -manenten
ebenen gog Kreisels, welche allein gie miglichen per

Oinsot’schen Betrachtung bej kg 7 p. 145,
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Drehachsen enthalten, je in obere und untere Halbebene; immer
nur eine von beiden kann alle zuldssigen Drehachsen enthalten,

P P

welche, hiingt vom Vorzeichen der Grisse =1 resp. o ab.

Bemerkungen. 1. Die eben erirterte Bewegung gehort
zu den von Herrn Stavpe betrachteten Rotationen des allgemeinen
K_K’eisds am permanente Drehachsen™. In der That entartet der
Kegel 2. Grades, welcher der geometrische Ort aller moglichen
permanenten Rotationsachsen im Korper ist, beim Typus I in die
beiden Hauptebenen durch die F-A. Uebrigens besteht beim Typus
1} der Staude'sche Kegel ebenfalls aus zwel senkrecht gekreuzten
Ebenen, der Aequatorebene und der Ebene durch die C- und S-A.

2. Die betrachtete Bewegungsform entspringt aus einer Eigen- i
schaft aller cyklischen Systeme; denn sie ist die zur cyklischen }
Koordinate ¢ zugehirige, bereits angekiindigte, stationire** Be-
wegung. Davon handelt allgemein Routh II, Art. 98: To find a i
steady motion. n l
Wir miissen diese drei Bewegungsarten als partikulire Lo- Analytischel ‘ig‘
sungen der Differentialgleichungen wiederfinden, und zwar auf fol- I(:}erlell%ung
gende Weise. Es zeigt sich, dass m = const. eine ihnen gemein- Bs\f'i?guggsliﬂktei
same Rigenschaft ist. Wir wollen beweisen, dass sie jenen Be- formen.  {f|
wegungen von allen iberhaupt moglichen Bewegungsformen des
Typus 1 allein eigentiimlich ist, d. h. wir behaupten:
Verharrt wihrend der Bewegung der Impulsvektor dawernd in ewn
und derselben Ebene, welche durch die Knotenlinie hindurchgeht und 1
gegen dic Vertikale eine unverdnderliche Neigung besitet , so kann die ;;a“
Bewegung nur von folgender Art sein: i
1) Eine permanente Rotation wm die vertikal gestellte I™-A,
2) Eine cbene Pendelbewegung wm die A- oder B-Achse, !

3) Eine lonische Pendelbewegung wim eine i der CA- oder CB- it
Hauptebene des Kreisels gelegene Vertikalachse. ,;‘
_ Damit ist gleichzeitig ein Prinzip der Einordnung dieser par- i
tikulidren Bewegungsformen in die allgemeinen gegeben. i

_ Beweis (analytisch). Bedeutet « (s. Fig. 3) die Neigung dieser f
Ebene gegen die Vertikale, so ist tga = m|n, f. m = const, i
m = 0. m|lm, 2 GL (50) £y = 0. Entweder verschwindet J
L oder ¢.

5 g [ {1
Sei A) £ = 0. Dann wird die 1. GL (30) (E' = 0): Ps = my’ 67 l ;
|

*KS II p. 378 und 886/390. — Crelle’s Journal Bd. 113 (1894).
i ** Von Hertz werden derartige Bewegungen isocyklische genannt. — Prin.
zipien der Mechanik, Ges. Werke III p. 240 Nr. 560. i
o 4
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L 6869 wng (61) w’(14¢) 4

?

. g1 -{f’_:ﬁn',)
= 0. Daraus folgt (60): o's* = R P
70 und ehepgq (63): ¢ 1 +e'—y) =

2 2 e 'teinander
() = 15 (L42). (69, 70) mi
multipliziert (die Msglichkeit g

= 0 wird nachher von selbst be-
riicksichtigt) :
’ k2 Ps Do
a Yosw = i ) == = =2

(1]

¢ ithin
+m,s jetzt nur Funktion von 9, mith
die Gleichung

Es ist aber (54) w = n,u
auch ¢ ung ky d b, (71 a)
b

2
Bm, = gsp,

n fiir §. Wip kbnnen daraus nur Schlie.ssen, -d§::
eonst; £ w' =0 uyq dann (68): gy = 0. Dlgs s zu
verschwindet. g — 0 fithrt (B2 67 dJiG
zugleich zu s — (), Schon wenn Y, ¢ = const, d'. b als
be, wire dies nicht anders moglich dba.
bei vertikaler Stellung § — - Ferner o — n,; da aber N~:bi
= 0¢', 50 ist o — ° T = Mo ® = const, doch weil n, b-eheDr%:
fem=arh. - Alg igt Im Falle 9 =0 mur (1) die gleichformige
F-4 miglich, —0
= In2¢ = 0. Jenes bedeutet ¢ _’{)
den Symmetrigche isel. Weil ausserdem { = const. = %
9

1
$ = S

§7 = const = v, demgemiiss (67):
Ry

PSO = my.
N=g¢ (@ + ' w) = const

y denn 4 —
const — N

r —
" gt: £. ¢ =
) ", U, +m s, = cons . ber
e e Mt 9y ¢ = const und der Gl. (72a) lSt'ahcn
diege Partikularbewegung als reguliiye Prizession des symmetrisc 9
reisels gekennzeichnet. Ir migen in (72a) m und v durch 2, N %
ausdriicken: p, — N—nu,

el e N Gaeh

8 8, s; As; tionen
oMV und 4 (. m=gs {C'H+(C~A)vu0:, um resp. die Relati

Zu erhaltep . ;

) (‘N‘“o”) (”‘“ON) = 4Ps} (G1. iy den Imp.-Koord. N, n)

vs°{o*‘+(0“A)V“o} = D5 (Gl in Jay Geschw.-Koord. p, V),

welche  fijp die reguliire Priizession cha

KS1p.177 §p, 3 L p.279 Nr, 1), y
0

oder ¢ — inlz’ L

. 1.
rakteristisch 5:111(.1 (_‘E;
un betrachten wir sin2¢ =

1 9" =0 ung Wwieder (69) ¢’ = const =




vs,(1+¢)
1—{—5'——'{"
(48) zu benutzen, welche jetzt nach-
einander wird: 0 = Fou, — Nvs, + Ps,;  wegen F = Af (52)

B .:(.’((1%;1)-—7-(_) and weil fs = ¢ (89), kommt F ==
Am bequemsten die erste Gl

N = Cw, (73): 0= AVt s u, ’ljlj:i.{r — s, u,+ Ps,, oder

vis,u, (C—A—r—rlijfi_—,) — Ps,, Wemn hier die beiden Werte von
g — i’

7' substituiert werden, SO ergiebt sich nach der Bedeutung von

€ (51):
v souo{g:ﬁ} — Ps,, je nachdem y = el

Die beiden Gl. (74) sind aber offenbar identisch mit (66D), (2)

sie charakterisieren also die beiden lkonischen Pendelbewegungen des

Kreisels.
(b) § = var; dann miissen aber (71b) 2o M zugleich ver-
schwinden. m, mit £ = 0: Der Impu]svektor steht lotrecht und

0

hat die konstante Grosse n,. 2, = O: Der Kreisel muss krifte-
frei sein, d. h. wir erhalten hier die sog. Poinsot - Bewegung. Mit
der Anwendung dieser Bedingungen gelangen wir nach einer
leichten Umformung unserer Gleichung, z B. fir in der That
zu einer der bekannten Quadraturformeln in der Theorie.

Da w = n,u+mn,s = "4 schon durch = ausgedriickt ist, nach
(68) gy = —u'(14¢), so ist mit Hilfe der letzten Gleichung nur
¢ (in ') aus (63) zu entfernen. Am einfachsten so: g4l === 19_: -
Gl mit 14 +7 divi-

in (63) eingesetzt, darauf die entstandenen
diert:

F(l4e'—y) = s+ ¢) oder ¢’ E—1) = kst (l+e)—g"
N = u" (1+e)+9"'— k*s’. Die

(63) anders geschrieben: Bs*(e'+1
multipliziert (68):

beiden letzten Gleichungen miteinander
gﬂkz S’T’ ot {un(l_*_s)_i_gﬁ__kis.z} gkzsz(l_i_s)__ga}

= wr(lteykts—ug’ A+ &)+ (g —#'5") [Bst(l+9)—g'}

hebt sich das linke Glied gegen das
and wir bekommen:

Weil (76) w?(1+¢)' = g1
erste der rechten Seite weg,

w?(l+46)g' = {g"-—k’s’} {kasi(l‘i‘e)’g’}-
bringen; denn (88, 75)
3*

Diese Diff.-GL lisst sich anf eine Quadratur

3

4
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) f l".! —_— l4 u]l]{ i
2 4 1 ==
7?’)(] 2‘2), (62) ]l.l s 9/,0—(Iu Ill)ll y .
von u a]lein.

Nach Wiede

L R
g == H'(ls

an bis
’ . szelchnungel
rherstellung der urspriinglichen BL(;uclh ]‘eretzt
- . . hes durch e

auf 27, welcheg hier durch H, und 7, welches

werde :

W — A=C.B_¢ o

—_—

V5 J— (1 —u®) (u* — ul)
W = A=J ¢ LI C

2

R

B-C J*
v. KS 11 P- 456, Routh IT Art. 177, \r. 8)
;2 H—Cr* 50 Nr. 5)-

Direkt wirq (7la) ¢ < l’/- = J»f];_;:(wr’;‘ (KS 1 p. 15

Es ist auffallen

d, dass in ge
gung handeln,

. _Bewe-
) * Poinsot

n Lehrhil(‘hern, welche von der I

eine merkwi‘u‘dige

rwahnt
geometrische Eigenschaft derselben une o
- ! — — €
bleibt , welche der blosse Anblick der G, (76) schon lehrt. (76) w' = IJ:)D
o Driizesst
i iAh\Bs“ sin2¢, (4 — B,w=o0 g _ const. Regulire Priz .

2 4B Grenzkreisen
des kriiftefreien, Symmetrischeyp Kreisels D o = 0 findet an den lamit aber,
statt zwischen welchen djq Kreiselspitze auf- und niederschwankt , (i;]e Grenze
4 F B, verschwindet gleichzeitig SIn2¢, oder es nimmt ¢, wenn u eWenn wir
erreicht, immey cinen der Werte 0, n/2 oder Vielfache von /2 an.. So oft die
uns den Tmpulsyektoy vertikal gestellt denken, mit anderen Worten:
Kreiselspitz, m der P

oinsot-BeweyunU eine hichs
sich dey Kreiscllcdrper Fensichilicn, der E
trisch em, q p, 50, da,

o stellt
te oder tiefste Lage passiert,
(Entsprechende Satze

e
" Jhse s!/]llm
bene durch Vertikale und (‘A’_’[""):c pintritt
. ese b )
85 entweder dje . oder die B-Achse in diese -:‘).‘ besondere
i ' ie
durch cyklisene Vert;ulsclnung von 4, B, C).

Art, in Welcher dieg geschieht, konpey Wir erst aus den Gleichungen
. A B
stsin?g — 4. — (U — g2

% C.AL (uw uz)

Ji—-HC u
A ?' = 7JC'VV¥ S’
& cos? g = %:—2 (u} — w2)

vinen von der
i iden ersten, das igt ]mmerkenswcrt: Llrlul> C vor-
Zeit unabhiingj, ang zwischen % und 9 vorstellen. A > Ifn von Be-
dusgesetzt, folgt m4 >~ J* > [ Zwei wesentlich verschiedene Klasse
Wegungen, jo nachdem 1) J* < ppy

dasselhe Yorzeichey : % geht succesgiy,
hindurch, wenn 4 g

ot at Dbestiindig
J*S B, ) [ 06> u3), ¢ bat
2
urch g,
gegen die Knotenlipj

9 9t ete.
¢ durch dje Werte 0, x/2, =, 3 :/l_’_;t sich
21 Uy, Uy ete, hinduwhgeht. Der I{rvisol' dre on der
& immer ypy einen rechten Winkel, wenn die BRI >0
: 3, /T W =>0

efste Lage geht. 2) J* > gy ”/ —1y

s or

jrenzlagen imme

iuVorznichcn, an den (u‘elul.lg‘s' cos® 9o
: '0 @, au
Achse immer P = 9o WO ¢ &

: leich-
Wenn die Kreiselspitze einen der beiden g
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weit von der Horizontalebene abstehende Grenzkreise passiert, stellt sich immer
. schwankt zwischen 90° und o, zweimal,

nur die 4-Achse in die VC-Ebene ein, @
-+ u, geht. Qualitativ miissen sich die eben aus den

Eigenschaften auch aus einer genauen Betrach-
llen des T-E auf einer invariablen

withrend w von —u, nach
analytischen Formeln gefolgerten
tung des kinematischen Bildes von Poinsot (Abro
Ebene) ergeben.

le Moglichkeiten, welche aus E = 0 folgen, er-
folgt mnicht ohne Weitliufigkeiten

¢ = 0. Dies ist bewiesen, wenn wir eine Bestimmungsgleichung

fiir ¢ hergeleitet haben, welche ausser ¢ nur Konstanten enthilt.
(40b) p = V' cos 9 ¢ = § sing, r = o Deshalb: N = Cr =
(54) w = N, U+ 0 S,

C¢' oder w = ¢, %' (64) w' = —1 = ¥,
f. w = u(w). Die Gl (81) nach ¢ differentiiert: (m,u—n,8) Y = w'
oder (80) m,u—n,5 = o'y, Gl (8L, 82) quadriert und addiert:
n4md = w7y’ H"” oder (80) n 4 mi—w' = w'y. Ersetzen wir
w durch seinen Wert (79), so lasst die entstandene Diff.-GL. 2. Ord-

nung fiir ¢:

Damit sind al
schopft. Sei B) ¢ = 0. Es

nt4-mi— 9" = e'¢,sin2¢¢”

ein erstes Integral zu von der Form:
Co

!

ng—%nmﬁ—wz — ccos ¢,

wo ¢ die willkiirliche Konstante bedeutet. (83) verifiziert man
leicht durch logarithmische Differentiation.
Weil ¢/ = 0, wird (60) g = w'1- Dieser Wert von g werde in

(63) eingefiihrt und ergiebt: 1+'—Y) W= I2s* oder (14='—7) 9t =R
Wiire y = 0, so wire unsere Behauptung nicht erst zu beweisen,
also ; 4 0 angenommen. Die letzte G1. mit ¥* multipliziert und (80)

beriicksichtigt: (1+¢'—71") w'y = k" oder weil w'y = n3-+mj—w’
.2 02

(14— (n24+my—w') = k*y
An (83) und (84) kniipfen wir unsere letzten Qehliisse. & = I* (u, w)
(62), wegen (81) &* = J?(w). Aus (83) folgt aber w = W (¢); diese
Lisung setzen wir in Gl (85) ein und finden eine transcendente
Bestimmungsgleichung fiir ¢, 4 h. ¢ = const, £, (79) w, w' = 0.
Die Gl. ni+m)—w* = w' schrumpft auf 22 -+ng = 0 zusammen,
also n, und m, = 0. (84) v = 0. Demnach Widersprach mit der
Annahme; es ist von vornherein 1 =0, and dann folgt wie eben
n = 0.
0

m
ist sin2¢ = 0, 2 = |up2

0 0

Wenn wir & = 0 ausschliessen,

(62) & = 2h,— Dt f. (84):

83
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g==lly = +¢', Au"? = s’(Qh—PN')
(1-—31_~(’)u'1 F— 39(2};.0—200@0; {. ’

# = 90,1 =~/ Byt — (21— D).
S
(3) Dies sind die Gleichungen der beiden, cbenen Pendelberwc_.qunge]’;if‘;z_
Kreisels unq identisch mit den ersten Integralen der beiden
rentialgleichungen (65) - 0. 80
Betrachten wir aber depr Vollstéﬁndigkeit wegen & = _’_ 0.
folgt aug (80) w' — 0, w= const, aus g = o'y o — U =
amit, 4 —

\ : damit
— Var, miissen n, und 4 zugleich verschwinden,
auch o', i o % == const,

¢ hat einen willkiirlich festen Wert, wie
es bei den ehenep Pendelbewegungen des s
thatséichlich q

ymmetrischen Kreisels
er Fall igt, - . Cin
Das Ergebnis dieses Beweises vergegenwirtigen wir un
einer Tabelle,
M = const,
9 = 0 | Permanente Rotation um die ver-
tikale F-A (1)
E=g L T 8in2¢ — 0, Konische Pgnd%gg:
L=0 wegung (2). (e = 0. Reguliire
cession)
-\__\\\
= var b, =0 (Poinsot-Bewegung)
\\ chip SR
Y =

sin2¢ = (, Ebene Pendelbewe:

? = const T=20 gung'(.‘—}), (e = 0. Ebene Pendel
bewegung).

o |




T1T.
Angeniiherte parstellung der Bewegung

bei geringer Elliptizitit. Nachbarbewegungen gur Priizession.

ngen dieses Abschnittes bestindig

¢ als eine kleine Grisse yorausgesetzt. Diese Beschrinkung ist in
doppelter Hinsicht wichtig: Erstens cetzt sie uns in den Stand,
endliche Gleichungen der Bewegung aus den Diﬁ'erentialgleichungen
herzuleiten und damit die theoretischen Kenntnis des allgemeinen
Kreisels* wenngleich nur um ein geringes Stiick zu yermehren;
zweitens liefert sie einen Beitrag zur Fehlerthorie des symme-
tI‘}Schen Kreisels und damit wenigstens einen Teil der Grundlagen
feinerer Versuche mit einem Modell. In der That bilden unter
allen wirklich vorhandenen Kreiseln die symmetrischen Ausnahme-
fﬁ.ne; selbst die redlichste Absicht des geschicktesten Mechanikers
?Vll‘d es nicht erreichen, einen Kreiselkirper herzustellen, dessen
dquatoriale Triigheitsmomente genau iibereinstimmen, und dessen
Schwerpunkt genau auf der ausgezeichneten H-A liegt; wir kionnen
sogar mit einer VoI 1 unendlich wenig unterschiedenen Wahr-
scheinlichkeit wetten; dass ein uns beliebig priisentierter Kreisel
asymmetrisch sel. Praktisch werden, pesonders durch die unvoll-
kommene Homogenitit des Materials, quch stirkere Abweichungen
yon der Symmetrie ziemlich Wahrscheinlich gein, und die durch
jede Asymmetrie notwendige Abweichung von der Bewegung des
symmetrischen Kreisels wird einer hinreichend genauen Beobach-
tungsweise bemerkbar werden. Dadurch nehmen wir zugleich und
zuniichst ein Prinzip an, welches wir als das wahrscheinliche Er-
gebnis unserer physikalischen Erfahrung petrachten, und aus
welcher wir die Berechtigung aller folgenden Vernachlissigungen
schopfen. Dieses Prinzip lautet: Die Lagekoordinaten des asym-
metrischen Kreisels anterscheiden sich, wenigstens fir einen be-
schrinkten Zeitraum, von denen des symmetrischen Kreisels um
so weniger, je weniger der asymmetrische yom symmetrischen ab-
weicht., Damit wird nicht behauptet,

Es werde in den Untersuchu

dass der Charakter der Be-
welche die Kreiselspitze

wegung, z. B die Gestalt der Bahnkurve,
beschreibt, dem des symmetrischen Kreisels um 80 ghnlicher
gt TR

#Vgl. das ideale Programmi, welches von KS zuf Behandlung des allge-
meinen Kreisels vorgeschlagen ist: II p.

376 und 390.




Die
Niherungs-
methode.

s A

. . Troisel sich diesem
werden miisse, jo mehr der asymmetrische Kreisel sie

. olg
nihere, Die Asymmetrie nach Art des Typus T konnen “f:fl.:qg?l.
eine besondere FL‘])]CI‘(JU(!HO der abweichenden I’w\\'(y‘j,j;ll“g ﬂ"{ i{lcin

Offenbar liefert wunsg jeder bilateral gebaute .T\M‘P“l_f ((]"ci;piﬂl
Kbrper, der eine zweiziihlige Symmetricachse besitzt) el 1)1\\'.11112"
fiir den Kreisel vom Typus I. Wir applizieren z B. dem Schwt
ring eines symmetrischen Kreis

.. Jiecenden
sels an diametral gegeniiberliegen 0
. . o ) l‘. . Toe : a1 SOWO0D
Punkten zwei gleiche Knipfe. Diese beiden Knipfe bilde

ische
fiir sich, dank der starren Vcrbindnng, welche der ‘“-me]}?tilz(“nl
Kreisel vermittelt, als auch mit ihrem Triiger einen hl.m;(;is'cllcl1
TypusI. Wir sagen, der Knopfkreisel sei mit <1f'sn1 s.ynm;erlch don
gekoppelt. Die Bewegung des ganzen Kreisels ist cine (L}tl:igcht‘ﬂ
Einfluss der Koppelung gestirte Bewegung des -:\'yml“‘ j) ;[)705‘5
Bestandteils. Den hierbei sich abspielenden kinoh.cchon. 771 ‘cn
denken wir uns in eine unendliche Reihe von \V<‘chsclwll‘l“lniic
zwischen dem symmetrischen und dem Zué'a.i'y.k!‘{‘isel' zex,‘legtl’t im
tiberwiegende triige Masse des symmetrischen Teils st.l-c)itzu_
ersten Augenblick, die beiden Knipfe in ihrer ‘)cwogung ITj r
reissen, diese wirken durch ithre eigene Triigheit im folgen .
Augenblick auf den Symmetrischen Kreisel zuriick, als W.On,l} 1:en
seine ungestirte Bewegung wirklich ausfithrten, und moql{’ifl‘iwn
diese Bewegung des ersten Augenblicks; mit der m“d]ﬁ/’“ﬂmn
Bewegung aber wiederholt sich das Spiel u, s, f. In der (‘:‘ﬂ]n
Ann’ciherung betrachten wir die wirklich stuiztﬁnrlﬂnde.““’W(""w;
als den Effekt dop ersten Riickwirkung der Knijpfe, indem
alle folgenden gezen diese vernachliissigen. fahren.
Aus diesem Bilde ergiebt sich das folgende Nitherungsver dit' i
Wir ersetzen in den I)iﬂ’mw*ntiulglveitthun;;'(-n die mit = mu l,}ne-
zierten Grissen durch die korrespondicrenden desjenigen sy e
trischen Kreisels, welchor fir = = 0 denselben Gleichungen r:n
horcht. Ich will ihn, nur dep Kiirze wegen, Mutterkreisel nmlm,il;
Da wir eine bestimmte Bewegung des Kreisels dauernd iu]-fcn
und derselben bestimmten, ihy wenigstens fiir einen b(,‘,\'(‘h]'&'ln \Bc‘
Zeitraum »benachbarten« Bewegung seines Mutterkreisels m' o
ziehung getzen wollen, so treffen wir die Bestimmung, ‘msi h(é'
Anfangszustand des Mutterkreisels iibereinstimme mit dem ‘]“’5,'01%
trachteten Kreisels. Der Anfangszustand aber ist can"‘]ft‘(‘vl:ljll,('.it
durch die Anfangslage % ¢, 0, und dije Anfangsgeschwindigk
Yol Es soll fortan o
reduzierten Bahnkurye
gemeinsamen Anfangs
Auch der Mutte

)ie

. : et orenden ]

o Mt p, 40 mit v bhezeichnet werde lso im
=5 A < Rk A als

n (p. 23) beider Kreisel werden sich ¢

punkt beriihren,

y: sten
rkreisel soll ip Hinsicht des betrachte
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Kreisels genau durch die folgenden drei Eigenschaften gekenn-

zeichnet werden:

1) Sein Schwerpunk
wie der des Kreisels selbst;

2) Die Masse beider sei gleich gross;

3) Von den Triigheitsmomenten beider
gleich, und die ¢’ mogen sich um denselben Betr
wie die B, niimlich um =4.

Aus der ersten und zweiten Eigenschaft folgt, dass das maxi-

male Drehmoment der Schwere (P, p,) fir beide Kreisel den gleichen
wie durch Verkleinerung

Wert hat, aus der dritten geht hervor,
von = das T-E des betrachteten Kreisels in das seines Mutter-
kreisels iibergeht.
~ Man iiberzeugt sich leicht, dass das Maxwell'sche Instrument
In der (p.19) beschriebenen einfachsten Anordnung des Typus I
die aufgeziihlten Eigenschaften besitzt. Sein Mautterkreisel wird,
wie aus dem Schluss des ersten Abschnittes hervorgeht, durch die
symmetrische Anordnung (Beisp. 2 p- 14) dargestellt. 4, C, H-T

des Mutterkreisels, B, = 4

D—A=:A= m(R:,—F) (83, 31)
A = [A]+1pmE A, = [A]+15mb’

C = [C’]—{-?’)}@E’—{-MR?‘ C, = [0]—}—37111-{_"',

t befinde sich an derselben Stelle der F-A

seien die A einander
ag unterscheiden

wo [4), [C] aus (11, 10, 8) hervorgehende Abkiirzungen sind. Nach

(86) haben wir unmittelbar:
A= 4, C= C+=4 oder (32) ¢, = G+5

C C
wenn —r =— /1 .
I = = el gesetzt wird.

1

Durch diese Bestimmungen ist jeder Bewegung des Mutter-
klieisels eindentig eine Bewegung des Kreisels selbst zugeordnet ;
wir erhalten durch diese Beziehung auch alle Bewegungen des-
selben, weil der Grad der Mannigfaltigkeit beider der gleiche ist.
Es werden aber insbesondere zu jeder reduzierten Bahnkurve des
Mutterkreisels einfach unendlich viele, im allgemeinen voneinander
verschiedene reduzierte Bahnkurven des betrachteten Kreisels ge-
hiren. Dies rithrt von dem Umstand her, dass ¢ beim symme-
trischen, nicht aber beim asymmetrischen Kreisel cyklische Koor-
dinate ist. Die Gleichung der reduzierten Bahnkurve des ersteren
enthiilt ¢, nicht, wohl aber die des letzteren, und dieser Para-

86

87
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inflassen,
meter wird im allgemeinen die Gestalt der Kurve beel
was die Behauptung ist *,

Diffe-
n

Von den im II. Abschnitt zup Verfiigung g?stﬁ}:ﬁ, welche
Storung rentialgleichungen werden wir bei der Auswahl der'lealtlje mit Hilfe
Sichungon ngsverfahren unterworfen werden sollen,

: il diese 1n spe-
des Energieprinzips entwickelten vermeiden, weil die
ziellen Fillen zu iberflijssi

tithren.
gen Komplikationen der Rechnung fil
Wir benutzen fortan

‘ (54) ¢ =

Pos— U in
(85, B9) ¢'g* —

ron &

fiir die Berechnung von *a

. .
g—esqeos ¢ fiir die Berechnung von ¥ X

m W : . g Ba n-

. . ‘ in der reduzirten
e, Wie zmichst, di Bewegung der F-A. in der re
kurve zu kennen begeh

ren. Ks war
(B6) e = 9y sin o (38) g = n,—uw
(64) s = w—p U =g (64) w' = —epq
Wenn wir .

Y = pos—Ieds = gy
9. -
=L =y
g
Welches auch zugleich dje

torten
Dlﬁ‘erentialgleichungen der ungestd
fwegung sing, Ausserden

W = const — w,

— —_— Ny
I = n,—u w, s e i
Die Impulskonstanten n

" des
v W, hiingen it Bestimmungsstiicken
angszustandeg Zusammen durch qiq Gleichungen :
W, = 2 (P‘+Vuo)

e VS:""'uown -
s1 30 ="5Cp!
b= oo, So=sind,. Ist ap Anfang der Bewegung
dann migen

93a ﬁuo == wl+aw2 no —_— nl+ E"a
gesetzt sein wo
93h Wy = oy, — £

2 == U,w, 48, q, cos Do
%k

n der
ymmetrischen Krojge) »unwesentliche* Konstaﬂ(;:gegen
n; heim ASymmetrischen ist es nur o3 %o .men des
Ich erinnere an gj, besonderen Bewegungsfor
» WO dieger Umstand schop deutlich hervortritt,

¥, und
endlichep Bew

ist Wesentliche
1L Abschnittg

%o 8ind beim g
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g. Hiermit ist guch die Verkniipfung
mit den Bestimmungsstiicken des An-
92, 93b) werden leicht aus (41,

q, ist der Anfangswert von
der Impulskonstanten 7, %,
fangszustandes gezeigt. Die Gl (
40b, 52 87, 88) gefunden.

Wir beginnen mit der

auf die 4. Gl (89):

Anwendung des Niherungsverfahrens

t
f.w = wo—a.{; Psqsdt;

nnte Funktionen der Zeit. Damit ist der
ameter w bekannt. Wir kiirzen ab:

| B o
w' = —Psls

denn p,q, gelten als beka
langsam veriinderliche Par

— . == t
w = w,+ W, mithin w = -—f P g At
0

Aus der 1. Gl (88) ist ¢’ vermittelst der zweiten zu entfernen.
Daher diese :
i Ja e,

g
'8 = g—e8595 COS ¥s oder ¢ = i 5
g

Dann wird (89)

1. Gl (89): e = ¥ —=5 sin @4, f.
e = §'—eW, WO W, = {qcsin%}’.
rd durch Substitution des

Das erste Glied der rechten Seite wi
ch kiinftig das [J von &

Wertes von w (94b), indem hier wie au

vernachlissigt wird:

—*';% — g-;gl—sW,, wo SIW, = —@(ga—us%)—('g',yﬁg,ic)-
Hier bed'euten:
9, n,—uw, = g,(¥) 7= W, = 7.(3)
g, = ny—tigt, = 5, (%) T = w, — sy = Fa(F):
Durch (96—98) ergiebt sich aus der 1. strengen Gl (88) die an-
geniherte

0T oW, wo W= WitW,+Ws

P
¥ = pus——g‘i_

welche die Bewegung des Mutterkreisels
in erster Anniherung die storende

Knopfhkreisels) auf die

W ist nur von Grossen,
bestimmen, abhingig; ¢W stellt
Einwirkung der Asymmetrie (im Bilde des

94a

94 Db

95

96

97

98

99

100a
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Koordina,te % in Form einer Drehkraft (33) dar. Wail abel; d;:
EWegung e Mntterkreisels bekannt ist, kann W alg 1{;'05"9]"2 N
1 ktion qep Zeit angesehen werden, upd der Charakte

der GI. (100a) st demnac, und ngch (99):

100

i
i
Ik

| F(u‘l)—f—s]l'(f).
Storune mit ¢ — 0

g : 1 80 geht (100a) von selbst
 die 1, g1 (90) iibep, der
erﬁcksichtlgen wir Jetzt | dagq die zestirte Bewegung -¢h
> Ungestirten benachbart ist, g diirfen i, beide Bewegungen durc
ie G‘rleichungen I
101 U = ﬂs‘i"g’i '\'H == ",;J,j‘*}*sg P — ’:+s:
€inandep Zuordnen wenn (je Anfannshedm"unﬂon (t = 0) fiir £,
T { launten (p. 40):
102 Eh = @), = =0, o _ b= =0
adurch wird F(8) = F(.‘s)+slr’(‘),)7‘ nach der Taylor'schen A
. K 4 : 3 2 - |
ethe, (g mit dep 1. @ lede 7 ahgebrochen ist. F'=_Q 8¢ |
setzt, kommt aus (100p), weil §7 F()
o 103 7‘"+53’T[ = W
1 a G] fiar
o Sﬁgggl Indem Mr 1 ve ok (100a) wirklich 4usrechnen, erhalten wir:
il Date § A
i *? 2 dl) ()_” T
s @, = - i di; |55 =Py,
i ( o
104 ? : % it
n‘gs+w,,‘, . S
i i Bt 2 i’i*:ﬁ- ,’z:.,s;+3,q7.r/g: = Q% (uy),
i ; 4
' 8t ‘aina 3 JaL T . = : der
j, | Us 1st eine doppelpermdlsche Funktioy der Zeit, wie aus o
i Theorje des Symmetriseh oy, Kreige]q bekannt ist, mithin auch e
I ;{ = aDig Stﬁrung W ist Zwar im A]lgﬂnloin(\n nicht streng perio-
1 disch, aber eine gy Periodischgy, Bestandtejlep, Zusammengesetzte,
1§ lgemein 5y , den, ZWischep endlichey, Grengzen oscillierende Funk-
i on der Zoi4 |
¥ Dia T ' s ; Differential-
j , 20 Dife [ ap. (103) gehirt also 5, den linearen Differenti ' !
i i glelchungen 2. Ordnung mit doppelperlodischen Koeffizienten (Lamé- f
f sche Glelchung). Ihy w)llst:'indiges ntegral ipg aus dem der ;
! ' omplementiyon Gleichung
‘- ; 105 'r‘"+£2’1\' —_— 0
!f abgeleitet. Dieses Bl N Da g2

=" als singuliire Stellen nur
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P( Y

so)h fiir diejenigen Werte von ¢ besitat, die u, = oo, *1 machen,

levt nach einem Theorem von Picarp 7, eine elhptlsche Funktmn
eiter Art. Wir finden vermittelst 7, ein partikuldres Integral

der Stammgleichung (103) in der Form:

- f _i" f Widt, wo W= W()
lf

und damit das vollstindige Integral:

7= N+t

Wi
wt(lllrend aber 7 hiernach nicht ohne W eitlinfigkeiten gefunden
ir
kinnen wir wegen der besonderen Gestalt von @* das all-
eme 3
gemeine Integral, abgesehen von einer Ansnahme, direkt formal

b]ld(}n

. . i
(14) @ = _ri;;—, f. (103) thg "—-{};'7‘ = Wi,

gl ¢
-

Es besteht die leicht zu verifizierende Identitiit:

B — 8y = {n;*(f-";)} (107) = W,

LA
1y

und nup folgt durch successive Quadraturen das allgemeine Integral

- /‘(“ f”([d +{“"f%73‘+0’8:;}'
suniichst willkiirlichen Kon-

Es bedeuten e, ¢ die notwendigen,
0

Stanten. Sie sind dann durch die &nfana'sbedmguno (102) () Ny =

Zu bestimmen.

d W und ! sind hier in (109) als Funktionen von #; zu denken;

1es ist mngllch, weil ¢ = £(1,). Nach vollendeter Integration ist
7(1,) (damit kennt man die Abhiingigkeit der gestorten Ko-

Urdumtcn  von der ungestirten 9;), aber durch B, = 9,(f) wird

i} als explizite

;‘ 7(¢) (damit kennt man die gesturte Koordinate
'unktion der Zeit (101)). Die Entwicklung von (107) bis (109)
wenn dauernd 9., also auch 35, ver-

ist jedoch nicht statthaft,
mefall werden und miissen wir besonders

schwindet. Diesen Ausnah
Ilgememen Losung

Doch existieren sonst die in der a
multiplizierten Integrale im reellen,
n Werte von 8; (seine

behandeln.,
(109) vorkommenden, mit i

endlichen Bereich immer, auch fiir diejenige
and zwar mit im All-

fiir welche #; verschwindet ,
Wir iibergeben den leichten

Grenzwerte),
gemeinen von 0 verschiedenen Werten.

Beweis dieser Behauptung.

106 a

106 b

107

108

109
Die
allgemeine
Losung.
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7 ist schon durch dje Form (
er erste (das doppelte Integra
Stammgleichung (103) und werd

109) in zwei Summandein ze:’l(il%;

D ist cine Partikuluslisung der
e mit 7, abgekiirzt, der Zweiemen‘

diejenige Losung, fiir welche W =0 ist, also die der- komp

tiren Gl. (105), und werde mit 1, abgekiirzt. Daher:

7, = o f LU LY

Q8
l)G

< d%G {
N, = ﬂng)?-de )5. )
I T Nehwme
"y MUSs wesentlich mit My fw, mit 7, iibereinstimmen. .
: . " ist el
wir 8, = 8.(f), so wird 7, = cﬂéf»ﬁﬁ-i-c' b=, 7
wenigsteng reell-periodische Funkti
doppelperiodischen Funktion i
iodi nktion derselben A

= kbnnte wohl eip der Grig
q

. jerende
Glied Liefern, welches mit ¢ds multipliziert eine dlverglAS;:che,
Schwingung ergeben wiirde; aber dies st ebenso mit @er Thzhéi ngig
ass 7, eine elliptische Funktion 2. Art sein LHISS; Wag Wni™ 1. [1
von der Kenntpig des Picard’schen Theorems, damit L da.b ; ru(ch.
nach (103) eine dOPPelperiodische Funktion ist, im Widersp

an-

, die frofe d iven der Storung W) w.]a;): in

8 Mutterkreigels vor, mit derselbenlerloieéer-

welcher seing Spitze bei ungestirter Bewegung auf-. wadl I; yer-

schwanken wiirde.  Diegelhe Schwingung wiirde sich m}i eisels

schwindender Amplitude einer Bewegung des symmetrischen krleinen
SUPerponieren, wenn may 1hm plitalich einen verschwindend

g z. B.
Drehstogs erteilte, desgen Vektor in dje Knotenlinie fallt. (2
durch einen Stoss auf

. r
die Kreiselachse, dessen Richtung in de
Ebene durch die Vertikale und F-A liegt) woon der
M, stellt die gey wongene durch die Art und Grosse ab-
torung W bestimmte Bewegung vor. Sie ist, von Ausnahmdel?cher
gesehen, eipe Zusammengesetyto Schwingung innerhalb en
Grenzen,
Nach der Berechnun

) oder
€ Von v finden wip £ (101) aus (88) ©
cos

(95)‘ l{a' ] %_Eqﬁ P

—_—— 9

Y= ,+,

* . . S dcl'
on von ¢; denn sie ist ?;)ppel‘
und dem Integral einer Szl
rt zusammengesetzt. Das

jodisches
se t proportionales, aperiodl

2 : iten
s s, "d zwar, indem wir die Einzelheit

g
der Entwicklung tbergehen, fiir £ iq Diff.-Gl.:

E' L gq*“agc
= 8'“
[}

—U W—§ COo8 ¢
n+ gﬂ ugw S’Uqﬁ 10 .

[}




Daraus ¢ durch einfache Quadratur nach t. Die willkiirliche Kon-

S

stante wird durch (), = 0 bestimmt. Die Anfangsbedingung
£ — 0 ist in (111) von selbst erfillt: (1), = 0, (94b) w, =0,
Goo = Ny — U, W, = S, COS o (93b). Wir konnen ¢ ebenfalls in

die Bestandteile der freien und gezwungenen Schwingung zerlegen:

7. — U 04
g _—fl’J sJ'/LTA;df'*‘C”

= e
- - 112

—fdi{'(lﬂ-udgdf +g,—u;zo_—_§5q6cos%}_

= /S; e R

3
9

S

Aus (110, 112) ergiebt sich die Gleichung der reduzierten

Bahnkurve in den laufenden Koordinaten 9, ¢ (101). i

¢ berechnen wir aus der Gleichung (40D, 41):

. 1
w, = ¢ (' +¢w) oder ¢ = @, w,— ¢’ v 3

und finden, indem wir die Einzelheiten der Entwicklung weg- 1

lassen, fiir % die Diff-Gl. |

{i3aky
iive.|
{iire0-
titiscl
{itktic

akts

¢ = Lq—ut+a® 1n4 |
’ |
und vermoge derselben Zerlegung in freie und gezwungene Schwin-

gungen, wie vorher bei %, 7:

— 7. I

:/ .—_‘f,‘qz.___:_,‘_g_aﬂy”(h‘_*_c ,l{
P _

(= C r G _ _ .\ : 98 |

i go— U5 (8545 €08 95— gn) + W (a, 85+ ug) =,

r — | at1de——2=1 4 Yode T 0 S e g l

=g 3 ig S i

Sq G |

e e

Die willkiirliche Konstante ¢" ist so 21 bestimmen, dass der Be-
dingung (%), = O geniigt wird. Dagegen ist G = 0 in der Formel
(114) von selbst erfiillt, denn (1), =0, it =w,=0. Aus (115, 101)
ergiebt sich die Koordinate der Drehung (¢) als Funktion der Zeit.

Allgemein gesprochen, kinnen wir also schliesslich mit Recht

behaupten :

1. Die Bewegung eines Kreisels vom Typus I mit kleiner Ellip- Theorem

itber den

tizitit besteht angendhert in einer susammengesetzten Scluwingung M . o ter der| |
dierenden, symmetrischen Kreisels. allgemeinen i

der Grosse der-Bewegung. Hi

den Bewegungszustand des korrespon
9. Die Elongationen dieser Schwingung sind
Elliptizitit proportional.
3. Indem wir uns den Einfluss d
digen Wirkung einer storenden Drehk

er Asymmetrie der selbstin- |
raft auf die Koordinaten der

Lage vorstellien und fiir die Koordinate & in erster Anniiherung wirk-




R

lich bereclmm‘en,
schwingungen des
welche den einen Iy
bilden,

! sl das
. . . i o] iese st
genen Schwingung*. Jene laben eine emfache Periode, d

Aggregat von mehrere

fanden iy .

e erden die Eigen-
Durelh die Stirung werden
korre

regt
) . “reisels wigeregl,
spondierenden, symmetrischen 1u4,m¢15_i /.‘/”/u”,/
. chewiingun
thestandteil der Zusammengesetzten St J—
L - ~akter einer qeEW
uptbestandteil hat den Charaller eine g

up
Der andere Ha

n verschieden - periodischen ],vu,,],[[ont‘”'" lig und
4. Die Bewegung ist durch den Anfangszustand vollstindig
eindeutiy bestimmt.
Es kbnnen aber

. . s die Elon-
Ausnahmefille derart eintreten, dass d h der
. e 3 1 % ’ B
gationen dep uberlagerten, gezwungenen S, hwingungen

: ; sndlich
Zeit proportional werden (sikulare Glieder), d. h. in unen
ferner Zeit 5y unendlicher Grisse,

anwachsen wiirden. Diege Fo

unseres mechanischen Proble
die Ausnahmef:'ille

stellenden Gleichu
sitzen.

fahreng,
Wechselwi
den Form
die Methg
die allerq
kalische
dafiir
stellen. o

Sikulare Glieder knnen auftreten entweder in @ durch Inte
gration yop P5q4 nach

7 oder

. ¢t und damit divergierte die Storung W, ode

durch [ wylat (110) und damit div
ffenbar trigt

selbst bei beliebig klemimtua;
lgerung widerspricht \'U]“S‘d“f hal .
ms, inshesondere dem l‘]rlel‘gfe’J- lm(/lt};
zeigen also mit Sicherheit an, dass (lx? sie ;)e-
Ngen auch zeitlich beschriinkte (renanigkeit yer-
Der Grund dafij, liegt in der Art des Niihel‘_“ngS\ ”
Die Anschauungsweise einer unendlichen Rolhe.‘vin
rkungen ist nicht mehr statthaft, und wollen wir o
eln dieser Fyijlq sikulare Gliedey vermeiden, S?}"Oqa;
de einer der, Speziellen Falle angepassten l\lud.lhkatlo‘ij
ings mehr wie ein Kunsteriff erscheinen und die P‘h‘y?el
Bedeutung des Verfahreng verdunkeln wird. Ein l))ewp'ln_
ird sich, gerade in einep wichtigen Falle, alsbald el

ergierte 7, I
das auseinandergesetzte Néiheruﬂg""fermhrg;
den Keim einep vollstindigen Reihenentwi_cklung in sich, wi
brauchen es nop mit den explicite
holen

n Endformeln genau zu Wl‘edfel_;
- Diese Reihen wiirden ahep ausserordentlich komplizwll
) 80 dass wir im allgemeiney Falle und an dieser b_tel)e
auf die Ausfithrung verzichten, Dagegen werde ich in zwei bb-.
sonders dusgezeichneten Fiillen giq Rechnung mit den Formeln .del,
rung soweit, durchfﬁhren, dass sie als Grundlage einer
tellen Priifung dienen knnen :
Die schon erwith

nte Ausnahme by = 0, fiir welche die
formale Integration von (

107) bis (109) hinfillig wird. Bedeutung:

€xXperimen

* Genaueg iber diege Unterschei
und 395

8
dung 2, B, bei Routh 11, Chapt. VII Art. 80
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Regulire Prizession (stationire) Bewegung des symmetrischen

Mutterkreisels.
) B) Die Bewegung bel gros
in rasche Anfangsrotation nm

sem Eigenimpuls, der den Kreisel
die F-A versetzt. Sie ist theore-

tisch und praktisch wichtig und 1m symmetrischen Fall wegen der
Verwechslung mit der reguldren Priizession, die sie dem Auge,
wenn besondere Vorrichtungen fehlen, gewdhnlich vortduscht und
deshalb viele falsche Erkldrungen hervorgerufen hat, bei KS recht
bezeichnend pseudoreguldre Prizession ™ genannt worden.

A. Ueber die aus der reguldren Priizession abgeleitete

Bewegung.
Bestimmungsstiicke und Formeln der reguldren Prizession:
¥, = const = ¥, entsprechend u; = o S5 7= § V5= const =
Die Relation zwischen diesen

¢. = const = p, L. 95 = P T %o

Konstanten, welche die Bewegung als partikuldr ausscheidet,
schreiben wir (72a): PoS; = ™Y oder weil m, = (w0, — 1, ) [So =
(92) (wx—vuo)so)

Py = (w,—V¥o) V- (40a) p,+14s = ivsoe—i%.
Form der Diff.-Gl. (103): Berechnung von w.
2,2
(94b) ©w = —;‘%—{cos 29 — 08 2 %, |

©91) g5 = ¥% (99) 9,

95 = (wx - Vuo) S: 9s

2 2
vs3 cos” P,

§? (1 -+ vu, sin’ P,)-

I
I

I

(96) u’l = —Ii‘égg_ + £(?2§°_ coSs 2 {?5

(97) W, = pvs, c08 2 5
(98) W,=—Lofo — 5> @utwu)— 5 Ly @)= Qi) |02,

s

+ é—;’: (%o — V') €OS 2 ¢
Die Storung W ist eine einfache, harmonische Funktion der
Zeit von folgender Gestalt:

: W= T0+Tlcos(2pt+2cpo).
Die Koeffizienten sind :

* KS Anzeige von II und II p. 209, 274; Kap.V §2, 8.

Nachbar-
bewegung zlji
reguliren
Prizession

116

117

118 a




118¢

119a

119p

120

— B0 -

2 \ 2”0
T, = *E"QV‘(?:WWO)“% 20 @4 vie) — v 2p+v)] cos 27

( T = 7&- {p0(2p+vu°)+v(4p2—\*')}-

Es besteht dabei durel (116) zwischen p und v dje Gleichung :

Po = c w4 (cl i 1) v* Uge
Berechnun

. £,
g von Q. Da @ = 2 (u5) so ist hier Q@ = cons
ndmlich (104, 90):

o ("1 = u;) wl) +2w1 (wx U, nl) - 4;190 U,
= \So —
= Mt —2p 4 Uy—4p, 4, (1 — 1) _
T 1—42
oS ]
Es ist aber bemerkenswert, dass sich vermige der Prizessions
(116) Q2 414 Funktion von v

in der folgenden, einfachen Weise dar-
stellen lisst .

@ = B=vuyivg
= Lomtufivg

. . - Gl
auch gein muss). Die D_lﬁ" aus
dndige Losung fiir 4 eine

er Legep wolle i
Ausdryck mit dep
dass demnach die

lire) von der Periode T‘(f"

» dass jene mnach (119a) ”;1
Grosse 24 pej KS II p. 288 iibereinstimmt,
komplementéire S

chwingung die zur l'egUI‘fweln
Prizession gehirige hxgenschwmgung des symmetrischen Kreisels
ist, welche durch einen verschwin

Vektor in die Knot

dend kleinen Anstoss, dessen

it verschwindender Amplitude
gt wird.

ie vollstiindige Lisung leiten wir

rizession erzeu
Integration der Diff-Gl.
ab aug der Form:‘

t
n = ?12_.[ Bing(t-—-T)W(‘t)'d't,‘
0




g l

. B -
y = o+ 7 cos (@ +Xo) 7 08 2pt+2 %) 121a
[ = T,/ n,8in Xg = — 7 %}L— sin 2 ¢,
|y = TJQ—4) 7,08 X, = — Mo T cos 2 ¢, 12k

¢ erhalten wir bequem aus Gl (111), die qureh Substitution der

berechneten Grossen sich folgendermassen gestaltet :

P —vu ¥ 5 i
- ,g,g;_& 7+ in (2 p Vi) | cos 2 g, —Cos 2 @5y 122 )
woraus, nachdem der Wert (121a) von 7 cingesetzt ist, |
E = vlt+Eu+Elsin(‘.2t+X0)+E_,sin(2}Lt+2tpo‘) 123a |
folgt. &, wird durch (), = 0 bestimmt. ‘}
L p,—Vu v c . p,— VU
V1= “M;;—i + ";(2 ;J--{‘Vblo) 0032"?09 &= " sto :
E— _r «in X . P —viu v
4 ¢, 810 xo_;n Sln2'f'o = Ea—’:‘ﬁr—oﬂv’sﬁ-g‘;@}"'l’mo) 123b
v T, p,—Vt] ¢ :
{BLIE (2 }L-}-Vl(o) —--1?- ———omg} sin 2 @Dy i |
h v ;a:kt
Die Darstellung von &, die aus (114) leicht perechnet und von ‘?PV‘ZJ
derselben Art wie & ist, konnen wir unterlassen. Die Drehung ¢ 2.‘:‘50'1
hat einen leicht ungleichfﬁirmigen Gang durch eine der konstanten ‘Lﬁl(stﬁ
Rotation iiberlagerte, aus der freien und gezwungenen Schwingung F‘:
zusammengesetzte Oscillation. %
e zusammengestellt Gleichungel)) &

duzierten Bahnkurv

der [
reduzierten
Bahnkurvei}

124

Die Gleichungen der re
lauten :
§ = 9,4 = OyFelnotmCos (@t + X,) + 15 €08 (2Pt+2%)}
b=t = (v+evl>t+eteo+a,sin<9t+xo>+e,sin<2»t+2«po)}.
inheitskugel eigentiimlichen kom- Stereogra-\
he Projektion des phische Prgl

raphisc sche
Ort bestimmt, 2zur jektion.

Bedienen wir uns einer der E
Plexen Grosse A, welche durch stereog
Sternes vom Zenith auf den Horizont seinen
Darstellung der reduzierten Bahnkurve, 0 Wir

A — cot 82 ¢F = cot %/2 §7H 14 i i) 1258
bis auf ¢* genau. Es bedeuten:

= — ytey, 7 =% T — £—v,t (1232). 126b |

sche Deutung der - B‘t,

Die Gl. (125a) legt eine gewﬁhnliche kinegati

F-A -Bewegung nahe: Nimlich cot 9,/2 A7t ist eine reguldre

4%




- B2

Pré’zession der F.A

S
" ; . ie Nutation
» relativ gyp, Prazesmonskrels die N

Vegung genan von f“lgfng.e?_l
t: Fine Stange, cot %/2 Eir
- telpunkt dop Einhoi.tslﬂlgel 35;
lagerte Ende mit der gleichfﬁrmigen {“GGSChWind'ng‘t ¥ ‘ gﬂﬁno‘e
Horizontebene; de ein Stibchen vop del_ - C‘:n
A St angegliedert. A uf P )
DS sitzt ebenfalls fest eine 61351'
y deren erste Achge 2e7, (val, abs.) p‘ﬂl“_f}]lel 9 et
und derey zweite Achge die Grisse [)‘:
hrrinpe, welche dep Rand dieser SCh?l
if :Ipunkt einer_zwe_lteg:
ich Ormigey {-Geschwindlgk(‘lt
Die erste Achse der
von der Linge 9.+ (V. a.) ist dep Stange Parall_l’:};
1 %: (V. 2). Rip Punkt, der S"‘L‘
dieser Scheibg entlang mit der gleichfirmigen E('(’e;
it 2y gy threp Mittelpunkt bewegt, beschreibt alsdant
die Bahy des Punkteg A,

B‘ewegung der F-A rclatl‘v-’
i elliptischen Nutationen zusammf"-‘hl"r
: e allgemeinen Sitze Np. 1 bis 4 gelten auch fii
diesen Fall dep Ing,

» Wenn p = 0 oder
bedeutet die konische Pendelbe-

Po = 0. In dies?m.ﬂ.bfl’.l'

lebiger  Elliptizitiit

eBung fihig (5. g Tabelle am Schluss

des IT. Absc nittes). @ _ 2, edeutet Uebereinstimmung’ oo

Natiirlichey und g Schwingung, also Reso-

. fiihrt 5y divergierenden

; T Resonayp, hingt von der Natur
der quadratischey, Gleichung fiir 2.

av‘-—.?by’+c =




— B3 —

stens eine reelle und positive Warzel fir v’ liefert. Sie kann z. B.
fiir #, = 90° niemals eintreten, wenn C,>24, ist.
Von der Ausfihrung der Formeln fiir die siikularen Fille

will ich absehen.
Der Diff.-Quot. —g:i, welcher die Richtung der reduzierten
'J

Bahnkurve in jedem Punkte bestimmt, hat den Wert:

a v e
dv o v

und wir erkennen: Ist ¢ so klein, dass ¢|& [mx < lv], so treten in

der Bahnkurve weder Spitzen noch Schleifen auf.
Die Perioden der beiden Nutationen studiert man am besten

in ihrer eindeutigzen Abhiingigkeit von v (118¢, 119Db). Die Fre-
quenz der gezwungenen Nutationen ist doppelt so gross als die
der Aequatorebene des Mutter-

Zahl der Umliufe der Knotenlinie in
kreisels wihrend einer Sekunde. Nach der Darstellung :

Vp, VW4V —2cos g, v=1 \2,
\/:ZJ; \,/“;'2 v ?42costh, v y' '\/——_p0

hisch versignlicht Werd_ezl_, wie
= Q'/\/po and Q/\/——po als

‘ p,=>0 Q
p,<0 Q=

I

kann Q als Funktion von v leicht grap
Fig. 4 fir 9, — 30° (v = Abscisse, &

' P<o P>o

- ‘y/
‘_‘__“—-'-_P‘_—-P-———
+

Fig. 4.

Ordinaten) entworfen ist. Die Unterscheidung 2,
dasselbe hinaus wie eine Vertauschung ven 9§, mit =—, Die

beiden Kurven schmiegen sich mit verschwindendem v' asympto-
mit unendlich wachsendem v/ an

—

tisch an die Hyperbel H = T

=0 kommt auf

127

128

‘v‘




T 4= g ot i i .
= I o e o s " -
- il <

129

| FWebungep

, » voative
erlanf jgt fiir negati

chse dap Ordinaten, Die Frequenz der ng(:/l
(/27) mit Schworpunkt iiber dem ét;_llex;l
Punkt gt immep kleiney als wenn o Schwerpunkt untelelben
Stiitzpunl liegt pe; lgung der . 5 und demSReZi_
absolutey, Betrage oments der Schwere,
Prok verpsis sich dje p
ie, hﬁchstens Zwei

Q/\p,

Vo,
N,

P, mit dep Hyperhel V&L = - %ﬁ—?(l—al)‘"ov
-—po
im ersten Qua,dra.nten

geben i Resonanzfﬁlle an. Fiir die Um-

< -
1 Wo algg © nahe gy + 24 mngg das b080r
R o imme

ders merkwurdlge Phanomen der Seh, atthaben, wie imn 1

Cebungey 4 b
W0 natiirliche mit a=‘1f8'ePI‘'338'13611 Oscillationen in Konkurreny _tl‘e eb——'
ie Schwebungen i Spitze durch eine a

werden sich gp der Kreise] or
. . dssice
Wechselnde Reih regelmiissig

r Nutationen n X
dem Sprachgehrgyep der Akustik** nenne
et

dge, diejenigen schwi;{chste:z
k= A Besetzt, g betriigt die Zel_l
‘genden Schléigen oder Pausen 2~/

gebung dieser Stellen

ZWei atzfeinzxnllcl'f'ulgﬂnllC’n
eilen ggq Umfangg v/A

em Priizessionskrels mn
en Uebergang
séiknlaren Gliedern 1

Zu  deq Formeln m_lt
1at may sich ®mnach gp ,, denken: Die
immep seltenap 1

+B. H, vy, HELMHOLTZ D
Schnitt insbesondere p. 274,




Zahl der

! O\/p_ -~ — W'l-l' Bb: Schweb
i Q/Vp, 2u/\p, AP, Yooz pro 100
A Prizess.
1.0 1.41 2.00 —0.59 1.69 2= 59
1.1 1.43 1.82 0.39 2.82 35
1.2 1.46 1.67 0.21 5.72 18
1.3 1.51 1.54 0.03 43.3 2
1.315 1.5191 1.5209 0.0018 | ca. 700
V3* 2:V3 2:\3 0 oo 0
1.4 1.57 1.43 +0.14 10.0 14
1.6 1.72 1.2 0.47 3.41 29
1.8 1.88 1.11 0.77 2.34 43
2.0 2.06 1.00 1.06 1.88 53

Die Zahlen der erste
von v, @, 2y, A an, die Zahlen der beid

was auch p, fiir einen Wert habe.

n vier Kolonnen geben die relativen Werte

en letzten Kolonnen gelten,

*V3 — 1816074




Vorausgesetzt. Nach
v folgt P, = 622~ (),
y 123 1) ergeben :

5
I
o
=
o
=
I
e
<o
[
N

= —0258
=0 g o
V=7 (1-04925), Damyt (124).
b = 90° 4- ¢ {—0,016+0,274 cos Qt—0,258 cos 2 ¢
1302 b= (1-04922)vt 4 ¢ 0 974 5. %—0,258 sin 2 ).

130b : l(} = 900

eine Payge ein Schlag und
angen pro gec, 162°18' der
+ Die vop Zenith guf die
ische Projektion hat die

orizontaleben
G‘rleichung:
(125 g). A

oder ¢ — s und vt —

¢ entworfene stereograph

131 ¢ A—049¢) {14053

sin vt ¢%3 g
T eingegsetyt .

182 A= %0, 011 sin 7 839t iy

y A= kl+ik,.
Das Gebiet, ; i

ihre Nutationen Mmacht | jst pe.
Kurven

133

den Ragi; Vectoreg nach
) 8T0sste Breite oy Sichel 11 mm. Die redy
Zlerte Bahy hat chleifen weil gie erst von .
verschwing




Reine Schwebungen mit vollstdndigen Pausen finden
+y,. Beispiel: 8, = 90°, ¢, = 0 (f X, = 0),

statt, wenn v, = *
¢, = 1. Es wird 7, = —7,, wenn 7, = 0 oder 7, = 0. Setze

v' = qp , mithin p* = p,/x und wegen 7, =0 die Gl. a’+22—6 =0,
foy ==+47—1, a, wenn p,>0, o wennp, <0. Q= p,(a+o™),
V=yv(l—c'a). Der Winkel zwischen zwei Schwebungen betrigt
Mg x

e 1
Vita—9 also

fiir p, > 0: 22,5-2x, fiir p, <O: 2,06-2m,
wenn wir ¢« vernachlissigen. p, kann dabei einen beliebigen

Wert haben. Ferner die Zahlenwerte von

Q, =150Vp, 2w, =150Vp, v, =128Vp, A, =—006Vp,

Q_=1,98—p, 2p_ = 1,05\—p, v.= 1,91 Y—p, A= +0,93V—p,
Ry =5 +2,40 e = —273

oy = +4,65 7, = —4,65
—017 & = +123.

. = —065 7, =+066 f_=
Die Werte der Perioden der Teilschwingungen sind relativ, die

ihrer Amplituden absolut.
Ohne auf eine vollstindige Besprechung der anderen Bahn-

typen einzugehen, wollen wir die Formeln nur noch auf 2 Fille

spezialisieren. ;
1) p, = 0. Wir bekommen annihernde Gleichungen fiir die

Poinsot-Bewegung eines dreiachsigen Kreisels von kleinez" dqua-
torialer Elliptizitit. Aus der Gleichung der reg. Priz. wird
A,—C,
p =, wo x = (a,—1)u, = ——‘—C——-ecosf}o,
1
die Winkelgeschwindigkeit der Eigenschwingung, wie schon er-
wihnt (p. 50), @ = .

( So
o = g‘i—{(2x+1)cos2<po—(2x+uo)2x}, =
S 7, cos X, = -';i{-—cos 2<po+(2x+vuo)}

J 7, 8in X, = 5 sin 2 @,

v, = g @, —1) cos 2, + (2 +u) 20t}

— e —— — — e &

5 My Y
El Ll 7O E’ = 2_‘50 83(.

e )

Zwei
spezielle
Falle.

134a

134 b




1

135a P, = ¢ w,

135 b

i Nachbarbe-
| wegung zur
! pseudoregu-
i laren Pri-
zession.

o BE

Die Formeln* bleiben hier, auch wenn Q

Q= +2u oder » = *1Js
bestehen, der im allgemeinen Falle dann verschwindende Faktor
des Nenners von 7, (hier: v*—4

") ist durch Heben fortgefallen.
Die Amplituden der Teilschwingungen hiingen ausser von ¥,, 9, nur
noch von der Massenverteilung des Korpers, nicht von den AJ'l-
fangswerten der Geschwindigkeit ab, wie es der allgemeinen Theorie
entspricht.

2) v klein gegen (Langsame Priizession), so dass der Bruch
\m vernachlidssigt werden kann. Mithin

Q= G\ (p>0) = w, 0o = _%(20'1"*‘0082‘100),
P dolo o 1oy, und damit
g o Do 261 1 !
Sy ¥ = 4, P 24,40 cos 2¢
Moz '_"2"101‘ (2a1+CO32(P0) el 2(3pr : —‘é’,l °
s 6 b 4, P C,
L T R R Y 024,
€7 v 4. P C
= =22~ _, 4Fr G
AL Sime e = g C.—24,
AP
vy, = — vV = h—CW.

= 24, Die Perioden und Ampli-
tuden der beiden Teilschwingungen nehmen mit wachsender Grisse
der anfiinglichen K -Geschw. um die F-A ab, und zwar gie Perioden
im einfachen, die Amplituden i

m quadratischen, reziproken Ver-
hiltnisse dieser Zahl.

B. Uecher die aus der pseudoreguliiren Prézession
abgeleitete Bewe

gung.

Wir untersuchen jetzt die Bewegung bei grossem Eigenimpuls,
prizis, wenn AP/N? und v/ kleine Zahlen sind, so dass der
Impulsyektor wihrend der Bewegung bestiindig in der Niihe der
F-A verweilt. Der Quotient, AP/N* Yedeutet fiir den symme-
trischen Kreisel dag Periodenverhé{ltnis der Nutation zur Pri-
zession und wird mit den ej
schrieben.

2 trigonometrische Funktionen, weil yyar der zu p, v ge-
Impulsyektor des Mutterkreige]s vertikal
des asymmetrisch en Kreisels,

steht, nicht aber der




nischen Schwingungsvorgang dargestellt. Die Formeln von K8
(IT p. 297 und 303) eignen sich hier nicht, weil sie die Nickbe-
wegungen nicht auf den Anfangswert 9, sondern auf eine Mittel-
lage der F-A bezichen. Sie lauten aber, unseren Zwecken leicht

angepasst :
9, = %, +8(1—cos w, t)

Ol = v,— v, cos W,

- =
95 = T sin@,f, ¢ = 9T wl.

0

Es bedeuten in (136a):
v, = P/, v, = V,—V 0 = vgs(,/wl
v/, v/w,, v,/w, und mithin o sind Grossen, deren Quadrate wir ver-
" nachliissigen miissen, Ferner:
‘ W= wl {1—@v+v)ulw oder u, durch den cos der Mittel-
l lage ¥, ersetzt:
w = 103{1——4vl11.m/1l'1}, T = p {1y /el

Die Faktoren || konnen wir vielfach als unbetrichtliche Grossen

weglassen, indem wir kiirzer w, = w,, p = p nehmen.
Aus (136) folgt:
3 ug = U,— 05, (1 —cos W)  sg = S, du,(1—cos 0, 1)
]’c'*"é(h — éso{Vlc—i?l—vﬂel(101t~cpl)}'

Die Anwendung der vorstehenden Formeln auf die Diff.-Gl.
(103) ergiebt nun: (104) Q0 = — 97/8, = w). In W erscheinen
mehrere Glieder mit cos w,f z. B. in W, = {qgsin '95}’, wie man
nach (136d) leicht bemerkt. Da die Teilschwingung, welche dem
Gesetz 7" +win = H cos w,t gehorcht, wegen Resonanz divergiert,

so enthalten die endlichen Gleichungen der Bewegung sikulare
Glieder der zweiten Art (p. 48).

Wir konnen aber in dem vorliegenden Falle die
sikularen Glieder durch die folgende Abdinderung
der Niherungsmethode vermeiden. Es werden die gefihr-
lichen Glieder, d. h. alle, welche durch die allgemeine Methode
Resonanz veranlassen wiirden, gesammelt und zunichst ungedndert

gelassen.
-y § 14 D &
Diff-GL (88): 9" —elgsin o}’ = p,—m¢, ¢ ——-%—-chosq; =

E?— —e' '+ {—{;—I sin 2 ¢ — ¢’ cos 2 <,r:}, e'd’ als gefihrliches Glied ab-

136a

136D

136¢

136d

i;rakta
‘Baht
rve.
’_zreo-ﬁ
thisch
sktio




gesondert (136a). Nun

137 Y = %g:(l—a’)—%?i {—{}(', sin2<pc+q;gsccos2%}
§ = Go—cusW, wo g, = n,—uw, = 9,(%)
S g g = g,+<w, WO g, = w,—un, = g,(%); f.
139 gg(l—e') = g—;@(HE’Hsﬁhgﬁ'
Ebenso gsing = _%'—‘*‘ {&'0052‘?+q’,38in2?§’ ¥'/2 = gef. Glied!
Aad “ldsine) = “&'W'-\-‘E'W'Gcos2@5+¢;sgsin2tpg}'-

Mit den Ansdy

. e
ticken (137, 139, 140) verwandelt sich die streng
Diff-Gl. (88) i

n die angeniiherte:

141 VAt = g Bdo (o o,
F, ist Abkiirzung fiic den Ausdruck
s (2 957 (2 W - |
R T
telle
25(2) und 75(2) unterscheiden gjel von py, g5, dass 29, an Ste
von o tritt, sonen
Wenn wir in F, die in (136a—a) aufgestellten Fu.ngtl:;:;hr
der Zeit explizit einfithren, erscheint kein periodisches Glie '
mit dem Argument w,t. Wir erhalten :
2 -
142 (94b, 136d) 7 — -;{E_‘\;"PQCOSQ%-—COS ¢, —®,0)]
vig? . w t)}'
3% Al 20 —2W,
\4(101_}0{008 29,—cos (29,
A% 2y
W 1st zy vernachlissigen, solange w, weder nahe an p noih ElJ:zenn
liegt, dag erste Glied von W, wenn w, nahe an yp, d“""vzwel:e‘i} 7.er=
@, nahe an 2, liegt. Schliesslich gestaltet sich F, durch
legung in eine trigonometrische Reihe folgendermassen :
143a

3
F(t) = E,,—l-;kE. Cos (1, +2¢,)




s,V o=
B, = % (0, +20) b = 2F
W, v, U - =
E2 = — 8V P‘+—1—1/L> by, = 2}"—"‘01
2p—w,
J Vi — —
E, = Sty Vetly b, = 25—2%,
4‘('\‘1‘—”1)
v v,
E — wovsuc0820 15— ZTra—w) |
0 172%0 70 To 2}1——‘101 4(9_1(,1)

Die Diff.-Gl. (141) werde nach Division mit 1+¢ geschrieben :

¥ = Fo(g)) + E'Fl(t)v
und es ist:

! 0;-0
F,(9) = ps(l—e)— T (1—).

eF, ist wieder die Storung. Da die ungestorte Bewegung in einer
kleinen Schwingung um § = ¥, besteht, so auch im Allgemeinen
die gestorte. Man setze deshalb ¥ = 9,+0 in (144a) ein und

entwickle nach © bis zur ersten Potenz dieser Grisse, so kommt:
0" = F,(3)+ Fi(%) 6 +=F,();
oder anders geordnet:
0400 = Fy+eF, o = —Fi(),).
Mit Unterdriickung aller Zwischenrechnungen ergiebt sich:

PL(0) = wih—es,w, [h (@ —sin' )
! 8,5 W, Go+ 109
MW:NN%H@ﬂFﬁu“ﬂﬁi,

f. 0= z_u":—}—stllfi@a‘~1)+Tl01li,[z}—‘ll+V(2+3Sin2 ¢,)]}. Hieraus
durch Radizierung:

o = w,(1+:H) ‘
24,—C, | %, 44,-C, 64,— C,(1 —3sin’ ¢,) v}-
He= e, . | 2w,{ Go ATt

Der Erfolg des abgeéinderten Niherungsverfahrens bestel.lt
genschwingungen (0/27) ein

darin, dass auch die Frequenz der Ei

Glied mit dem Faktor e besitzt. Dies ist der Grund, warum das

sikulare Glied, wenigstens im Allgemeinen, wfrschwunden ist.
Ersetzen wir, wie p. b9 vorgesehen ist, @, durch w,, 80 wird

einfacher

143 Db

144 a

144D

145

146
147

148a




1481b wl(

5) wird wieder durch die;
ngung 8, =6, cos (wt-{-)‘(_;
Schwingung 6, = 6,

3
+2k®kcos (P‘kt+2'r
1

O "tellt-
%) homolog gep Gestalt von F,(f) darges
Demzufolge ist

1494 9

3
= 4,46 4+ 210, cos (et +2
1
Die willkﬁrlichen Konstanten C]
t =0 (niimlich =9, o =
f+®p fiir 0 iy (145)

%0)+ B, cos (wt 4 y,)-

' — (Q fiir
o Yo Werden durch 0,0 =0

i n
bestimmt, Dypel Substitution vo
ergiebt sich

0, — &ﬂ B, cosy, — _.@0_._(@1.{_92_}.83)0082"?0
w
149p
el
®ln = ‘?Tg_

: 0.1, +6, ot Ogpy o 20,
9, sin X, = —‘\m___

oder indem iy konsequent Vernachlissigen :
0, —

2., )y
X E s da,—1 —cos® %) }
04-:2d WO 9§, — o A ——5—v,+(q,
0 v 1 - c

W w, 2
v
LEcueg ey
150

2 (wl =2 a”‘)
V(R p— W, +¢,v, u,)

)

@
Il

0 — &s V: wlub i
T 04("”1‘*")(“}1‘2}"‘)(3 7—01*2}1) ek
Die Berechnung von st jetat mit gep Kenntnis von

5 2 i s g gq COS @
einfach. Dje streng richtige G, (88) ¢ — -

Werde m

S s
! dhert:
die Form ¢ (I+e) = %‘iq\g)\* gesetzt. Nun angeniiher

P und {)={)0+9

y die rechte Seite n
und da ¢y — w

ickelt
ach ® bis zur 1, Potenz entwickelt,

ot e nach (94b), so kommt
\

* Bezeichnet ; In g ergetze ¢ durch 2¢,




Y1) = dpp o

9 99

Beim Beginn der Bewegung ist § = v; denn fiir £ = 0 sind 6

9 ) S ' Yo —
und @ gleich 0, &' qi_( i 'y, £ (151, 60) b = A+ YY) ’

q-e.d. Aus (151) ergiebt sich mit Riicksicht auf die Ausdriicke
fiir ©, % (142), ¢,(2) und nach Division mit 1+4e'

¢'=v(1+a'cos2@)+£_@ki) s, _ 4 95(2)

So S0 0
Durch Quadratur nach ¢ nimmt ¢ die Form an:

3
= W + N+ ;k W, sin (p,f+29,)+ W, sin (wf + %o)

N = vl—i—eal(v—‘zvl)
2w,0, —ev, s
W ire
9 o 2w, 0, +:zv,5, eV, v, U,
L 2(2}"_201)30 (w1—2:“‘)2
v = e B e
SBRS 2(}1-'—1/01)30 8(701'—9)2 :
Ausserdem:
v, = Bioe) W= (i E)sin2e, W, siny,

Die Integrationskonstante ¥, ist durch die Anfangsbedingung

¢, = 0 bestimmt.

Wir stellen noch einmal
kurve in den Kugelkoordinaten 9, ¢ zusammen, wobei fiir die Ar-

gumente der trigunomutrischen Glieder die einfachste.n statthaften
Werte gesetzt sind, insbesondere auch in o der mit ¢ behaftete

Teil vernachldssigt ist:

9 =190,+0,+06,co0s (;—g‘— pt+xo)+(‘), cos 2 pt+2¢0)

— A4,—C
-i-('92c05<2‘4;51 G },,t+2<po)+@:,cos< i ‘2pt+2<po>

=V, + N+ Y, sin(:i—l pt—}—)/_o)—l—‘lfl sin (2pt +29,)

—C e '
—i—‘lr",Sin(zji‘1l ‘pt+2%)+w35m( A‘l29t+2%)

151

153 a

153 b

153 ¢

die Gleichungen der reduzierten Bahn- Gleichungen |

der

reduzierten |

Bahnkurve.

154 a




154 ¢

Tier speziells Vier besondere Fille

Falle.

0, — i S T awdy
B 21"‘ 2A1_CL
B, — 4+ % A, n ES, Uy ¥, Y, 4,0,

4!“' ' 'A'l '_Ox 4 P‘2 (AI—CI) (2 Al_ Gl)
( 0 — _ StV A3 0, Ry
. 4 W " (Ax_ On) (2 A,— Ol) (2 'A-x_ 3 C’l) ’
8, 0, x, wie (149D).

ey, A,
e e,
ey, . A, v, v, u, A,
‘Fg = T}"Al_a:—_l— 4!“‘2 A1_01
R =
\ =

Al .

' T TR RA4,-0)@4, =30y
N, W, W, wie (183D, c).
Die Bewegung der F-A

besteht in einem Akkord
von 4 einfachen harmonis

chen Schwingungen, nimlich
den Frequenzen € p/2 md,, p/m und

st um so intensiver, Je ndher O,/ 4,
einem der Werte s, 1, 2 kommt. Wird einer dieser Werte von

C,/A, wirklich angenommen, so tauchen sikulare Glieder auf,

Séamtliche Amplituden ung Perioden nehmen mit wachsender Ro-
tationsgeschwindigkeit deg Kreisels ab.

(die ersten beiden als Proben):

1) e =0 (symmetrischer Kreisel). (148a) w = w,; (150, 153 b)
8:.7 \Fk= 0, 80 =3 N= Vi) (l49bl 1530) Ko™ 0; 6“—4 *802-—6
¥, =0, ¥, = 6,5, —

= —V,/w,. Damit Riickkehy zu den Formeh;
(136 a—c) bestiitigt.

2) v, = 0 oder v, = v oder Do = w,y (Nachbarbewe'
: un
langsamen reg. Préz.). Also § — 0, 8, = gung zur

: S0mdv, —y _
(die beiden Diﬁ‘erenzschwmgungen, RO sdie i de; oy éoreo
Priz. abgeleitete Bewegung uszeichnen, ver g.

schwinden); 8, cosy, =
~6,—8,c0s2¢,, 6, siny,

= = el g
w 91 31112!100; 0
ow, B +tose), 8 = Buv o

% L\ [y
d2wlm’ lrx_

0=EB=,

¢80, ev

; g, "1y
SR b i .
g B w*)*“l’:m?%“‘p‘smxo, N=v—cayv. Durch Ver-

gleich mit (185b, 121 b, 128b) erkennen wir

die Uebereinstimmung

sty




von: O, mit ev,, ©, mit s, O, mit =7, ¥, mit X, ¥, mit £, ¥,
mit £, W, mit ¢, N mit v.
Endlich ist auch o, wenn ¢H vernachlissigt wird, mit @

identisch.
3) w, = 0 (Horizontale Anfangslage der F-A). s,=1, E,=0,

und ferner:

, ev, A,
S ®, T 2p24,-C, i ®,
ev 4
=4 ¥, = 0,
( . =+1, 40 : = O
68, =20 v, = 0.

Hier ist die Differenzschwingung 2. Ordnung nicht vorhanden.
4) v = 0 (Kein seitlicher Anstoss; beim Beginn der Bewegung
fillt der Impulsvektor exakt mit der F-A zusammen) v, = v,

N=y,(1-2¢a), H= 24,-C, | Y, 44,-C, Die Amplituden

20, w, 40,
aller Teilschwingungen werden v, proportional, verschwinden somit
fiir p, = 0, wie es sein muss.

Wiinschen wir aber die Aenderung, welche die pseudoregulére
Priizession durch den Einfluss der Asymmetrie des Kreisels er-

fihrt, aufzufassen, so miissen wir setzen:
. 2111'— 01
b, = W,+o, L ist o, = 2E—iv, oder gekiirzt = ——p—F
9420,
B, = 'wl—}—m, w, = 2?!.—251 — "TP‘
2 A:+:30,
By = W0, + o, w, = 2p—37%, =T A

rlegung der trigonometrischen

und ferner die durch entsprechende Ze o
von cosw,t und

Reihe fiir § (149a) entstehenden Koeffizienten
sin , ¢ :
3
8, cos (7, Hi + y,) + 26, cos (o, t+ 2¢,) = O, cos J, resp.
1

3 : :
94 sin (wa Hi+ Xo) + 2" @. sin (wkt+ 2 CPO) e 8" iR 8’ !
1

es tritt ¢ an Stelle von 0,

analog in der Reihe fiir ¢ (153 a),
¥, statt 9. Wir erbalten:

9 — 9,48, +8, cos (@!+)
y = ¥+ Nt+ ¥, sin (@ +4)

155

Charaktell
der Bahij
kurve.
Stereo-{
graphischf!
Projektiof
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i
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157 a

157p

158

giebt.

Wir heben Folgendes

Die Gestalt, der B
1 Al ab. So]

» Welche ip
Sind, unerhep e},

Uebri

" = 0 cogs @, t+9), ¢

)

» $. hat, deyey ko
gens ist dje Ellipse q

i er Kurye)
™/, noch nicht g
i Nachhars

A = ¢ot B,/2 ¢iNt

€rvor:

ahn L

erten 1

» und wip haben

che Am Plitudeny 0,w
konstanteye 9

itlich
= WV sin (@ {+¢,) 2 eLt lslenn
-und ebensolche ,,'{)6;)1) .
mpliziertes Gesetz (15

r echt-
er Nutation (0, W', als r

in eine
allgemein zu reden, ;r;del’c,
eschlossene Figur verw

| 2 deS
chaft der Nutations-Ellipse

+i(T 4 @),

:"1tniS
dngt wesentlich von dem Verhd
ange g den W

i die
» 2, */s fern bleibt, sind

: rdnung
“»% von quadratischer O
die einfacheren Werte

Il %
o ; ey, —
8 = W ~%-§$_’_C: O, =wv, = +;2':1 QAI—ZC‘IV
= RN — 3]
S=w, el L Mithin ®, = Zeit
8 = b5 die Nutationsﬁgur wird eine Ellipse mit m %L n ein
veriinderlichen Achsen, In dep stereographischen Projek N onen
reis mit in der Zeit, verdnderlichem, Radius. Die Nutati oder
habep Wechselnge Griisse, g¢messen durch Hr]urch
®,, ung ie Yerinderliop, FrequenZ, goriekaon O
Wtd)/2x folgen alg, bald weitop
esetz gj

mussg, DOCh S

=Dty 0%
das einfachere Forme]

im Folgenden stets
1\1+a), Die Partia]

n so verschiede
oll dep Kiirze

") Das
bald enger aufeinander.

; mta
Zahlen 1 2, *[3s nahe kom

* durch das wiede.r ‘1“1"];
n.  Die Erscheinung Wll'dbe_
n, dass ich sie ejnzell} -
Wegen nur die Koordin

e—
« = hHo*Hx“Hu_ﬁu) ang

System (154) benutzt werden.
¢ine kleine Grysse. . .
schwingung mit der Freque
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¢/= und der Intensitit O,
Deshalb

9 = 0, +0,+0,cosp(l+a)f+0,cos u(l—a)t+ 0, cos 2apt.
en durch Interferenz der Schwingungen

Ausserdem die langsame Oscillation
(156D, ¢) ist hier un-

Die Schwebungen entsteh
mit den Amplituden 0,, 6,
6, cos 2apt. Die allgemeine Transformation

praktisch; besser sei
(8, + 0,) cos apt = 0, cos ¥,
(8, — 6, sin apt = 0z sin 9,

eingefiihrt, so dass (159a)

9 = 9, +0, +0,cos2apt+ 0, cos (ut+9,)
wird. Die in Schwebung befindlichen Nutationen superponieren
sich nicht dem Priizessionskreis § = 9, sondern einer ihm be-

nachbarten Kurve # = 8+ 0,cos2apt, ¢ = Nt + W, sin 2 apf,

. ] N= .
welche ihn immer nach einem Stundenwinkel ¢, = S +2W  die

Werte + abwechselnd, schneidet. —Schlige und Pausen fallen
Immer genau mit diesen Schnittpunkten zusammen; die Zeit zwischen

zwei aufeinanderfolgenden Schwebungen betrigt =/2op.
2) C, = 4,(2+0). Alle vier Teilschwingungen sind stark:

= 9,4+ 0,+0,cos p.(2+ )t + 0,08 2t

Wir setzen:

+0,cos apt -+ O,c08 w(2+20)t.

@, + 8, cos apf + B, cos Qupt = 0,cosd, -
8, + 0, sin apf + 8, sin 2apt = @, sin 9,

und verwandeln dadurch (160a) in die Gl.
9 — 9,+0,+9,cos apt + O, co8 @ pt+ 9,
Interferenz der drei Schwin-

Die Schwebungen entstehen durch . '
Infolgedessen sind sie er-

gungen mit den Amplituden 8,, 6;, 0, :
heblich komplizierter als im ersten Falle; doch wiederholt sich
das Spiel zwischen Schligen und Pausen immer nach der Zeit
2x/ap, Die schnellen Nickbewegungen iiberlagern sich der lang-

samen Schwingung ®, cos apf, sodass die Nutationen nicht dem
Prizessionskreis § = 9, anfgesetzt sind, sondern dc?r ihm benach-
barten Kurve § = 9, 0, cos apt, ¢ =N ¢t + W, sin apt, welche
_ Nt 4oy, die beiden

ibn immer nach einem Stundenwinkel ¢, =

Werte alternierend, schneidet. 5

ist gegen alle iibrigen unerheblich.

159a

159b

159¢

160 a

160 b

160 ¢




161a

161b

161¢

— 88 —

3) C,=A4,(2+40a). Die Teilschwingungen mit den Frequenzen
w/w, (4—3a) /6 und den Intensititen 0, bez. ®, sind schwach
gegen die beiden anderen. Deshalb:

b =9, +0,+0,cosp(2+a)t+0, cos w(3—2a)t.
Die Schwebungen entstehen durch Interferenz der beiden allein

betriichtlichen Schwingungen mit den Amplituden 0, 0,. Hier
wird gesetzt

8, cos apt + 0, cos 2apt = O, cos 9,
®, sin apt + O sin 2apt = O sin 9,
und dadurch wird (161a):

B = {}o+®o+®,cos(—2§—t+8r)-
Dieser dritte Fall ist der einfachste. Die Nutationen setzen auf
den Prizessionskreis § = 8, mit gewthnlichen Schwebungen auf,
die mit der Periode 2x/3uy aufeinander folgen.

Die spezielle Gestalt der Nutationsbogen (Zacken, Schleifen
oder Buchten) héingt von dem Verhalten des Diff.-Quot. db/dy ab;
hieriiber lisst sich infolge der zusammengesetzten Form der Aus-
driicke eine allgemeine Aussage ohne Umstiéinde nicht machen, und
es wird Angelegenheit des besonderen Falles, sie zu diskutieren.
So kinnen dort, wo in der pseudoreguliren
metrischen Kreisels Zacken (Spitzen) auftr
4. Fall), in der abgeleiteten Bewegung
oder Spitzen mit Schleifen in scheinb
loser Weise miteinander abwechseln,

Priizession des sym-
eten (v = 0, p. 65,
diese Zacken verschwinden,
ar mehr oder minder regel-

V.
Ueber die Schwingungen um dep stationdren Zustand.

Schliesslich kénnen
tioniren Bewegungsvorg
behandelt ist, nach der M
d. h. erstens die aufrech

wir noch die Oscillationen um den sta-

ang, welcher im II. Abschnitt ausfiihrlich
ethode der kleinen Schwingungen studieren,

te Kreiselbewegung, zweitens die Nachbar-
bewegung zu der alg konisches Pendel bezeichneten Bewegungs-




I

I

1

i

E
b

form. Die Kenntnis derselben héingt enge mit der Frage nach
der Stabilitit des stationiren Zustandes zusammen; doch ist hier
keine erschopfende Behandlung des Gegenstandes beabsichtigt.

Ueber die aufrechte KreiselbeWegung.

Die Beschrinkung auf geringe Elliptizitdt heben
wir auf; im Uebrigen gebrauchen wir A und B jetzt praktischer
als gleichberechtigte Grissen nebeneinander. Ausserdem werde

ein Wechsel der (freien) Koordinaten vorgenommen: An Sfelle Hoordinaig

von 9, ¢, ¢ treten z,¥, % durch die folgenden Transformations-GL

zusammenhiingend :

odiy =sot % =9+b

Die Komplexe z + iy liefert offenbar sogleich die orthographische
Projektion der reduzierten Bahnkurve auf die im Zenith die Ein-
heitskugel beriihrende Horizontal- oder auf irgend eine ibr pa-
rallele Ebene. Sie werde im Kalkiil wieder bevorzugt. y misst

die Drehung des Kreisels um die F-A.
Die Schwingungen um den stationdren Zustand denkt man

sich am besten durch einen relativ schwachen Stoss auf die F-A
aus der gleichformigen Drehung um deren vertikale Stellung
(sleeping top!) erzeugt. ,¥ sind als kleine Grissen anzusehen.
Die Diff.-Gl. der Bewegung stellen wir aus Lagrange’s Gleichungen

der zweiten Form her:

Doppelte kinetische Energie: 27 = Ap* + Bg* + Cr*
Potentielle Energie: U= Pu
Lagrange'sche Funktion: L=T-U.
Aus (163) fliesst genau:
—~— , _ wa'+yy
‘ s = \@+o =T
—— , Y —yx
w= \1-2"—y = o
? ¥
' s _7_/_ Vo Xl_q)l.
tg ¢ 7 ¢ )

aus (165) angenihert: .
p+ig = e (@' +iy),

oder Reelles von Imaginiirem getrennt:

*Passieren z, y gleichzeitig dio O-Stelle, 50 geht +y in —y iber.

Aufrechte;
Kreisel.

Neue

162

163

164

165

166a




b= a'cosy+y'siny
7= y'cosy—2'siny und dazu
166 b S
Y= x +T

Die drei Diff.-G1. lanten in der symbolischen Form von Lagrange:

167 L!pr = Lx L:;Il = Ly LI/' == IJy
Der Index bezeichnet die nach der
dende partielle Ableitung vop T,
alle Glieder, we

lche in z, y
2. Ordnung sind, vernichte

. il-
jeweiligen Variabeln zu bnt
Wenn wir nunmehr konsequg ;
. . - . e
oder deren Zeitderivierten von

D, kommt zuniichst aus der 8. Gl. (167):
1684

OX" f— 0,

Cy = const = N, Y= Yo+ 1

|

Herselben, Zeit ausgefiihrt g

C
X = angenihert cyklische Koordinate, Aus den heiden ersten
GL (167) wird:
1681 {AI’COSZ‘BqSiHX’;'+J\Tﬂ_px -0
Simultane {Ap sin 1+ Bq Cos ,{: LN Py — 0.
.:/ffGlllmff%i Nachdem hieri
m g und

0 p,q nach (166 b) durch dje Ausdriicke in den
ion euen Koordingtey ersetzt sind
tegration . 5

und die Differentiation 1-13011 deli;
t, erhalten wir (1681) mit Ricksicht. anf
ein System VoR zwel simultanen linearen Diff
- Ordnung iy riodischen Koei-‘fizientent
lisst sich 4 zierliche Art weiter t"ﬂkti“‘ml«'
S war 4p » Selen T 1 iBf — K und z+1iy = ~
2“4 80 verwandely wir dag System (168b) durch komplexe
Addition formal in gie einzige Gleichung :
169 {e‘V-Kg'qN:L P; =,
=N ist dag

(1684)
Gl 2

uf die l"olgende
il By =y,

»8¥Toskopische Glied«,

Wir wollen
170 bR 4-B N B
v =8 90T =10 T =w T = P

setzen yupq die zy K, kOnj\lgierten Komplexen K, % cinfithren.,
Alsdany ist

K i , S g

K!

T =

fe™" (—twr! +8") +-betix (iw?’
{eix %}, = X ﬂ”i'{' K'

hgme e

+T)

U+ Ty 24T,




— L =

Daher wird die Diff.-Gl. (169) nach Division mit C:

ez it —p, )+ 0t 2T 4200l = 0

and durch i|—i die konjugierte Gl. :

(7T —p, T} b U 2wt = O

Es geniigt aber jetzt die Substitution

(= cixa, 3 = g+, f T = e"_iXK, 7 = r—i),

um in (172) die Koeffizienten von dem zeitlich verinderlichen
Glied zu befreien und die Diff.-Gl. auf das System zweier
linearer Simultangleichungen 9, Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten zu reduzieren:

| 83" +iw(2§—1)3’+[w*(l—é»)—pu]3+b§"+bw*'g =0

[ zg"—iw(zg—ng'+[wf(1—g)—p0]§+b3"+bw*3 =0,

womit jede Schwierigkeit der Integration verschwunden ist. Ts

migen noch
w(28—1) mit 8 w* (1 —38)—p, mit 8"

isch die Derivierte nach der Zeit
\reiben sich die GL (174) nach der

jonskalkiils *

abgelkiirzt und darch D symbol
bezeichnet werden; dadurch scl
Vorschrift des englischen Operat
(ésD’+ié’D+6”)s+b(D*+w?)%' =0
| (éD’—'ié’D+§")§'+b(D2+102)3 = 0.
tions-Determinante aus den vier

7 wird durch Bildung der Elimina
and wir bekommen fiir 3 eine

Qperationskoefﬁzicnten entfernt ,
lineare Diff.-Gl. 4. Ordnung:

A(D)y = 0, wo
A(D) = 8D +i8' D+8) (sD*—i8' D+’
— @D +8)+8" D=0 (D +
A ist demnach gerade Funktion von D; A= ADY) Die voll-
stindige Losung der Diff.-Gl. (177) erscheint, wie bekannt, als
lineare Zusammensetzung aus 4 Expongntialfunktionen von der
Form ¢'**, Nun ist A (D’) = A(— /;2)0”“‘, mithin geniigt % der
Gleichung 4. Grades: A(—F) = 0. Ausfiihrlich mit den urspriing-

lichen Grossen lautet sie:

)—b* (D* + w’)’

B. in Forsyth, A Treatise on Differential

; *Diese schone Methode ist z.
Equations ausfithrlich auseinandergesetzt.

172

173

174

195

176

179

178




*wt (A4 B—C),
198 | 4k*+(B—Cyur 4 p| {BR+(4— 0) w4 P} = 12w (A+

e determi- : -

lerende g1, quadratisch in *
?rleichung.

selben absoluten Betrag

is den-
die 4 Wurzeln von % haben paarwe

Es existiert eine dauernde ,,auf?etcilsse
: oy o . . c ein ;
Bewegung, wenn 2 reell positiv ausfillt. Damit dies

i lei-
miissen die Koeffizienten der Gl. (179a) folgende drei Ung
chungen zugleich erfiillen :

1) Damit k' eine reelle Grosse ist,

179h {w’(AB+C—A.O-—B)-P(A+B)}’

; 2 Pl
>44B{(4~C)w'+ P} |(B— C)u*+ P}

2) Damit & eine Positive Grigge ist, ¥ po-
& muss der rationale Tej] der beiden Wurzeln von %
sitiv sein:
179¢ W(AB+C—4.0- By P(4+B),
b. miissen beide Warzeln vop 72 dasselbe Vorzeichen haben:
1794

{(A—O)wg—}—P}
Als Anfangsbedingungen schre

{(B-C)wz-}-P% =0,
il

180

0 Wir etwa entweder

§i="0, 3'=3{, oder FE= 2
vor; im ersteren Ty
achse dje Bewegun
achse ayg der ve
Die vollsté',ndige
Regel entwickelt
Ummanden vop

S 1'
8 im letzteren Falle die Entfernung der Kreise
rtikalen Stellung o}

ne Anfangsgeschwindigke,ité

Lisung wipq (im ersteren Falle) — al]g?rem’elti
bei Routh 1l Chapter VIIT erhalten in zw
der Form

3 = {Rg(’,{—iSty(’,} sin kt —
indem fiip nach einandep die Q adratwurzeln der beiden “fefrtg
Yo I aus (179 a) gesetzt werden (dhnlich jm zweiten Falle). R,
und R/ g hingen vy k ab.

orm

181a

818"y +ip X, cos kt,
u

ir kinnen (181a) auch auf die |
181p § = Z sin}
bringen o Zy, reell, Dyieg verbunden mit (173):
181¢ C = 3¢ 0ot wp

@) 442 gink (t—x,)




engesetzten Lissajous - Figuren ge-
ese mit gleichformiger X -Geschwin-

2"_216rte 7St‘ern eine aus cwel gusamm
]l.ldctfz Bahn durchliuft, wihrend di
digheit um die Vertikale rotiert.

Wenn wir uns auf ( als Einheit bezichen, hingt & von

:Pal‘ametern ab: w,p,, 4/C, B/C. Doch ist vor allem die Kennt-
15 der Abhingigkeit von w wichtig, geometrisch durch Konstruk-

:cl)?n des Kegelschnitts, den (179a) darstellt, sofern &* als Ordinate,
als Abscisse im rechtwinkligen Koord.-System abgetragen wird.
Zwei Grenzfille:

N )
ur ief‘ erste Quadrant ist zu betrachten.
) w = 0. Die determinierende Gleichung wird:

(4K + P)(BE+P) = 0

i-o die beiden Wurzeln %* = —FP/4, _p/B* Fir die Realitit
n k geniigt P<0, d. h Schwerpunkt unter dem Stiitzpunkt.

i‘;‘z?m:;clichvist. dies ja der stabile Fall der beiden Gleichgewichts-
dic 113 es Kreisels, Die beiden Schwingungen, qus welchen sich
il ewegung des Kroisels bei Storung dieser Lage zusammen-
y sind die beiden Hauptschwingungen (Fundamentalschwm-
(g]‘;%gen, Principal Oscillations) der Bewegung; denn jede der Gl
) zerfillt durch Trennung des Reellen vom Imagindren in das

System :
l@+0) D*—p,jz = 0 oder Ay = Pt
le—b) D'—p,}y = 0 By = Py
anderen

J ' .
ede Koordinate schwingt anabhiingig von der
_ %k, und solange AB#F0

]f_?) w = oo. Setze zuniichst k/w' =
=L A—C+ P (A+DB— O & d
A —_— =, — — VAT —=b, — sl i et oS( ann
B AB
nendliche,

wird Gl (179a): (k-+a)(k+b) = ck. Wechst © ins T
80 nihern sich a, b den Werten ]%1"07 %ﬁ resp-, die beiden
L

W
urzeln von (184) den Grenzwerten

O=A, 0D
iy aTEE A
k =1, k, = (B

f%>0, wenn O = 4, B. Die (hinreichend starke) Rota
dlon um die F-A stabiliert die aufrechte Stel.lung
es Kreisels solange, als C nicht mittleres H-T ist**

T ——

*: :‘Cr;:ﬁmnkte 'dcs K(‘gelsohnitts- mit

von lmlm.-Ll s g oder dergl. O
die Veﬁ .',}H(‘r (&fff:tlt kiénnen immer durch
rtikale stabil balanziert werden, went

bjekte mit iiberwiegen
eine hinreichend starx
sie in einem Punkte ibres Randes (es

Die Rotat |
ist null

182

183

Die Rotaf
ist unend}j }

185




Ppezielle

Ist aber 4 =
Sphiirisches, miges Pendel in Horizontalbe-
wegung (k(w=m) = 1)

. . . t
Es sollen endlich noch einige spezielle Fille kurz ertrter
el werden,

. Cw'—P
0, so auch B — Cund (179a) * = 9]
einfacheg oder stahfyy

Al =
y oder 8" g __ *+3
» Wie aus dep Gl

0 und (177) A(—L’) =

'k. Vom Doppelzeichen
(176) erhellt, aus ’?velcher(l)

Jjetzt nur gie eine wesentliche Gleichung ED* + g’ D 8" ___te

geworden igt, Das — Zeichen kann abgehen und die vorletz

Gleichung geschrieben werdey, -

18631 g(k_*_w)z_w(

/’.‘—{—w)-}-p0 = 0,
deren Waurzeln in k+w sing.

186 p

SRt
0 —

e N iAP
SO R S vy
e iz “2A‘\/
: N

447
e N S A g
S ke tsin \/%{P (t—7), wo Z, « die beiden

; . n
sind damit zu den Gleichunge

ymmetrischen Kreisels zuriickge-
ehrt (vgl, kS IT p. 331),
188

<
@
]
3
(=24
=1
I
o
@
=]
=
o
w
)
=
o
{ N
I
o
7]

orkommende Potenzzvoilz
auchen, Wie o igt, diirfen wir (8"—8k*)'—8" L
zerlegen, worin
189

also A=) — (2‘6"~—§'>/c’)’—§>'“k’-t)’(/v"—~'zl)2)2 = 0 umgestalten in:
190 G AT (R S (k' — sy,
e

giebt deyey Wenigstens o
unterstiity werden

auf einer durc}
Zugleich gjq H-A

» dessen Verbindungsli
mit demy kleingtey T

i den Schwerpunkt gehenden Geraden)

srpers
nie mit dop Schwerpunkt des Korpe
ragheitsmoment, jst,




esp. = B4 8, so kommen ndhe-

r . .
angsweise (i 4 1) aus (190) fiir ¥ die Werte

(k}—w’)’
ST o resp AR
B — T PR

Setzen wir nun 1* = K +3¥f ¥

(i3 =)

oder mit gleicher Anndherung:

- +J: {1 , 52(],-?__207)2 3?(].2__10%)5
-k, - 1 — - , - i_ A _ Vg ; .
METHG 5L e At 2kz<k‘i—/e:)}
mmetrie auf die Frequenz der

Ihar ersichtlich.
wenn w® = 48P oder

Der Ei
SChwinmﬂuSS einer geringen ASY
o i .
Istbuélgen ist hiernach unmitte
agegen k, = k,, was eintritt,

N —
2(4+ B) P, so ist genau:

s w128 p(1=48)
o 48(5X0) gtDd

A b
K — + \1/9(5,'—944—21))) P /_I_) Q_TE—A/‘QE

sad+p  C 4
i e
) a— + \/C((j_,,?il,—:?gl - * /—B 212’{1/:%_'_3_.

9B (A+B) —Y e B

3.
A _C = A4+ B. Danmn notwendig P =0 (184 ¢ = 0,
Hier ; -L e— 1) = 0, oder die Doppelwurzel k=1, k=%
A (— w?) 'PSCthdCB aber zugleich die Unterdeterminanten yon
g — 14;'1/2' h. deren Elemente selbst; denn 28 =1 g =0,

. Das GL-System (176) selbst lautet:

| @) +209) = O
. | (0w (G+208) =0
us d
im sgﬁf}’ abgeschen von dem Fall 20 = +1 (stabformiger Korper
der ko erpunkt unterstiitzt), den ich un durch Zerlegung
komplexen Grossen 3, 3 sich ergiebt :

g+ w') = 0.
gen mit der Periode
duzierten Bahnkurve
¢ mit der gleichfdr-

terdriicke,

t und y+u'y =9

m 1

w[2 zu fuhref‘ harmonische Hauptschwingun
s. Die Horizontalprojektion der re

ist o v
mige;n Kl:els’ der vom Bildpunkt des Stern
K -Geschwindigkeit 2w durchlaufen wird. — Wennt Platten,

dis in *

E}?e,:: alirim SCh“feI‘punkt fixiert werden; sich. in ihrer eigenen
Die BL :: n, so ist diese Rotation immer stabil.
der deter e.rf“ht“ng derjenigen Fiille, in welch.en o

minierenden Gleichung ist oder imagindre

—_—

Doppelwurzel
Perioden auf-
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Historischa

otiz.
|
|
i
iemerkung
| zum
&onischen
| Pende],

erst durch Berﬁcksichtigung der vernach-
dssi hoheren Potengen von z, y gewinnen, .
laSSI%Zngroblem des aufrechten, asym%netrischen Kreisel§ ist scho;l
in der klassischen Periode der Mechanik, wie e sche%nt Zl;%rf55
von Lagrange gelost worden, Siehe : Mécanique Analythu.e ( on
II, Section IX Art. 3639, Eine von den Euler’schen (%I?wh;;nila—
ausgehende Behandlung ist angedentet bei Routh, Rl{?’.‘.ld' J fiir
mics IT Art, 919, Dennoch schiep ¢S mir nicht iiberfliissig,

: ie
die Lsun me Methode 2y beschreiben, di

rmittelung dep Naehbarhewegung zum konischen Pe:?:;
bietet keine Prinzipielle Schwierigkeit dap. Eine Transforma y
der Koordinaten % ¢, ¢ ist nicht notwendig: und die Meth.ode o
kleinen Schwingungen wird am besten guf eines der Glemhurfo;t
Systeme (48), (50) angewandt. ) aber dieselbe Bewegungsa

i i . o Rotation
auch beim allgemejpey Kreisel vermoge der Staude’schen Rota
vorhanden ist,

80 mige an diegep Stelle die Ausfithrung des spe-
ziellen Falles unterbleiben.
——
Zusammenfassung

1) Die vorstehende Untersuchupe soll zur Vorbereitung
messender Versuche mit dem Maxwell’schen Kreisel einen Beitrag
liefern, § war deshal}, vor gl
des Instrume

lem nitig, die ideelle KOHStm'ktu');
0ts  theoret; i zu machen. Die ln
i lten Formely kinnen als dje Grundlage

dssige humerische Berechnung seiner
ikalischep Methoden betrachtet werden.
1 Betrachtung dieser Forme]n, welches au?ser:

i Universalinstrument der Maxwell'sche
€gung eines asymmetrisch.en
Vereinigt jst, unter dem Ein-
°re eingehendey untersucht, [j;e konsequente An-
' uns die mechanische Bedeutung
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wegung klarer, als es aus der
h der Lagrange’schen Vorschrift
isch leicht zu findende,

der Differentialgleichungen der Be
blf:'SSen Entwicklung derselben nac
moglich ist. Drei besonders einfache, geometr
Bewegungsfiille werden als Partikularlisungen dieser Gleichungen
ausgeschieden; das ausgezeichnete Verhalten des Impulsvektors

u den allgemeinen fest.

stellt das Verhiltnis dieser Bewegungen #
8) Wir konnen die Differentialgleichungen der Bewegung
Unterschied

niher — o ; -
iherungsweise allgemein integrierei wenn wir den
exacter seine Elliptizitit,

der #quatorialen H-T des Kreisels, oder
t sich eine Verwandschaft

a ; . S

dls kl_eme Grisse voraussetzen. Es stell

es hierbei angewandten Néiherungsverfahrens mit einer Methode
die Methode der

de . . .
r theoretischen Astronomie heraus; die man als
Die wiinschenswerte Fehler-

allgemeinen Stirungen bezeichnet.
ab.SChatZ“ng der gemachten Anniiherung scheint verwickelt zu
sein. Gelingt es fiir den bei geringer Elliptizitit langsam Ver-
ﬂnde.zrlichen Parameter w Grenzen Zzu finden, so kann Z B. die
Verinderliche « (d. h. 9) Jeicht zwischen Grenzen eingeschlossen
werden, wenn man hierza Gl (63) benut®h Dann aber konnen
Wir auch die iibrigen beiden Koordinaten des Kreisels eingrenzel.
Die allgemeinen Niiherungsformeln werden auf den wichtigen
Fall der Priizession angewandt. Die Nutationen, welche sich beim
asymmetrischen Kreisel dann stets der reguldren Priizession iiber-
la_gern, konnen unter besonderen Umstiinden Schwebungen zeigen.
Einen solchen Fall habe ich durch eine Figur zu veranschaulichen
geSu.Cht- Man beobachtet an gewéhnlichen, angeblich symmetrischen
Kreiseln nicht selten Schwebungserscheinungen; doch wire erst
211.11 ch sorgfiltige Versuche zu entscheiden, ob sie; wie hier ge-
eigt, kinetischen oder kinematischen Ursprungs sind (etwa da-
d.u rch entstanden, dass man nicht die Bahnkurve der F-A, sondern
einer unter kleinem Winkel gegen sie geneigten Achse eines sym-

metrischen Kreisels sieht).

4) Die Bewegung des aufrechten Kreisels erfordert eine be-
sondere Behandlung, da in der Nihe des Zeniths O, ¢ ungeeignete
Koordinaten sind. BEs sind schliesslich interessante Einzelfille und
insbesondere der eigentiimliche Einfluss einer hinreichend starken
Rotation um die F-A auf die Stabilitit der Bewegung besprochen

worden.
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Maxwell’scher Kreisel, GO

ttingen 1903.




