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Einleitung.

“"Tiihrend die Kegelschnitte von Alters her und heute noch in die

drei Arten Ellipse, Hyperbel und Parabel eingeteilt werden, sind bei den
ichen Unterschiede so mannigfacher

Kurven dritter Ordnung die gestaltl

Natur, dass ihre Einteilung in Arten und Unterarten immer wieder neue
Bearbeiter gefunden hat. Unter den vielerlei bestehenden hat die Ein-
teilung dieser Kurven durch Mébius in finf, oder bei feinerer Unter-
scheidung in sieben Gattungen woll den Vorzug grosster Ubersichtlichkeit;
Mébius fasst von vornherein alle diejenigen Kurven, die ebene Schnitte

eines und desselben Kegels sein konnen, als gleichartig auf, und wiihlt iiber-
dies aus allen denkbaren nicht kollinearen Kegeln dritter Ordnung nur
gewisse leicht unterscheidbare als Vertreter einer Gattung aus.

Legt man die Mobius’sche Einteilung der Kurven zu Grunde, so
ist es auch leicht, sich iber die vielfachen Gestalten zu unterrichten, die
aus jedem der Kegel durch ebene Schnitte hervorgehen. A bequemsten
gewinnt man eine Ubersicht an der Hand von Fadenmodellen dieser Kegel. !)
Durch den Scheitel eines solchen kann man Ebenen legen, die ihn auf sehr
verschiedene Arten schneiden oder beriihren konnen, und jede solche Ebene
gibt parallel verschoben 2z einer Schar unter einander e'i!mljcher und in
ihrer Gestalt durch die Lage der Ausgangsebene vollig bestimmter Schnitt-
kurven Anlass. Diese Scheitelebenen nach verschiedenen Gesichtspunkten
auszuwiillen, ist eine auch fir den Anfinger leichte u}ld lohnende Aufgabe,

htigen Begriff der kol-

die ganz besonders geeignet ist, ihm den SO Wi :
: . .. 7 4 ‘TJ i S > i
linearen Abbildung niher za bringen. Wenn so diese Modelle mancherlei

unmittelbar abzulesen gestatten, so regen sie andrerseits Fragen an, deren
Beantwortung ein tieferes Eindringen verlangt. Hierher gehdrt z. B. die
Untersuchung der Beziehungen zwischen der ausserordentl‘lch weitgehenden
Pliicker'schen Einteilung zu der von Mobius. Dabei wird die Frage
aufzuwerfen sein, ob die M ébius’schen Kegel ausreichen, um aus ihnen
durch verschieden gelegte ebeme Schnitte alle Pliicker’sche Kurven ent-
stehen zu lassen, und ob die M obius’sche Finteilung einer Erweiterung fihig

he Modelle gind in dem Verlage von Martin Schilling in Halle a, S.

1y Sole
(Serie X XV) erschienen.
1
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diesen schlie
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Zu erfahren haben, dass aper
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Immerhin behilt di
als sie schon hej |

augenfillige Unterschiede der Formen 1
Zur Feststellung d

Wenn ich in dep vorliegenden Arheit mich ausschliesslich geometrischer
Methoden bedient hab
ausserdem lege icly beso
Lage der Wendepunkte
getischen Biischel,
gerade den geometrigcl Denkende
sich am ersten mit
Modelle beschiiftigen
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Dass man bej der Einteilung v
Schiedenartigen Gesichtspunkten 5
und es ist gewigs |
wie dies die Kurve

; : : o M
¢ G . & Snd, auf die verschiedenen I\n
keiten qer Einteilung emzugelien, rnherein Jisst sich sage

Frage, ob sie nicht ety anfechtbar sei. \11‘811‘
L seit Mobhing Untersuchungen unsere Kenntnisse ‘]l )ﬁ
der Kurven dritter Ordnung wesentlich erweitert ha )Ol
die Kemntnis der peun Wendepunkte und ihrer _ge;gcjl\-
e des durch sie hindurchge]umi!en wSyzygetischen® Biischels
er Ordnung ung wichtige Aufkliirungen gebracht hat. N
hsichtigt, die Mébius’sche Emfe]lu,”;
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rund  beibehalte ung dann die von

ihm zuerst in ihrer .A”"
gerade auf die Untersuchung der Kurven (1111-t|t)(;1i
neare Abbi]dung beniitze; aber ich kommg (&der
gebnis, dass die von Mobius aufgestellten sieben Gatrn‘ng'en o
eine Ergiinzung von sechs weiteren Gatttunf],w
diese neue Einteilung in 13 Gattungen Ow(;e‘n
Uinteilungsgrundes nicht weiter abgeiindert wer

e Mobius'sche Siebenteilung insofern noch 136‘1"‘_1{:?5;
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uren, die ich dep Arbeit beifige, i‘;wr
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ung cnt\ymlm- ein geometrisches oder ein analy-
st je nachdem man nimlich entweder V(lm
A J - Qe Mioanse i . Wnrve o .
h[\l::}:gltn 360111(et.1‘_;?f:]1611 ]..Jilrgenschafftm:.de1 ]xm,\ e, ncllexlcht aucl} einer
en geometrischen Erzeugung ansgeht, oder aber von ihrer Gleichung.
Nachdem Descartes durch seine neuen analytischen Methoden den Ausblicci(
a.nf ein weites Gebiet von [Kurven erdffnet hatte, war das analytische Ver-
fahren fiir die Kurveneinteilung niher liegend. Und so0 ist in der That die
Einteilung der Kurven in algebraische und transcendente und die der
algebraischen Kurven nach ihrer Ordnung der Form ihrer (Gleichung ent-
nommen: und die erste Rinteilung der Kurven dritter Ordnung in 72 Arten
hat Newton ') durch Behandlung ihver Gleichungen gewonnetu, und  auf
demselben Wege gelangt Euler 2, zu einer vereinfachten Einteilung in
16 Arten. Von den fspiteren Bearbeitern  wird Pliicker 3) ebenfalls

durch die Form der Gleichung Jinteilung in 216

auf eine weitgehende I
Kurvenarten gefiibrt. Trotz des analytischen Ausgangspunktes kann seine
o auch den geometrischen zuger

Einteilung cchnet werden, da er jeder Form

der Gleichung eine geometrische Deutung gibt. Geometrisch gesprochen

beruht seine Kinteilung auf der gegenseitigen Lage der Kurve und gewisser

hauptsiichlich durch ihr Verhalten im Unendlichen bestimmten Punkte,

Geraden und Kegelschnitte. Es seien hier mnoch die Einteilungen von

erwiihnt, der in Anlehnung an Newton und Euler zuerst 7 und
und hierauf in einer Se

hend 13 Arten aufstellt, hr ein-
Pliicker schen Arten zu den Newton’schen

bei einer solchen Einteil
tisches Verfalren miglich ist,

Cayley)
dann weiterge
gehenden Untersuchung die
in Beziehung setzt.

Allen genannten Entw
sie einmal von der Gleichur
geometrisch gesprochen, die verschieden
(Geraden gegen die Kurve beriicksichtigen. ~Ihnen tritt Mobius ®) mit
swei wichtigen neuen Gedanken gegeniiber; erstens sieht er von der
Lage der Kurve gegeniiber dem Unendlichfernen vollig ab und lidsst nur
diejenigen Tormen als von einander wesentlich verschieden gelten, von
eine nicht in die andere projicirt werden kann; und zweitens

iifen einer Einteilung ist gemeinsam, dass
chen und dass sie ferner

g der Kurve ausg
artigen Lagen der unendlich fernen

denen die
1 Newton, _TEnumeratio linearum tertii ordinis” (1706). Die Newton’sche
wie mir Herr Stiickel mitteilt. einer Priiffung unterzogen und er-
Sehrift von J. Stirling: ..Lineae tertii ordinis Newtonianae*,

Einteilung ist;
ginzt worden in
Oxford 1717.
2) Fuler,
3) Plicker, . System d
1) Cayley, .On the ¢l
S, 81 (in den Coll. Math. Pap. von Cayley,
5y Mobius, ,,ﬁ])m‘ die Grundformen d
. 90.
1

ciner

., Analysis des Unendlichen®, 2. Buch, 9. Kap.

er analytischen Geometrie®, 1835, 3. Abschnitt.
assification of cubic curves®, Cambr. Phil, Trans. XI
V. Bd., S. 354 1f) i
er Linien der dritten Ordnung® 1352,

Ges. Werke, Bd. I, S
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unternimmt gp og Zum
beziehungen, also rein geometrisch, die
dritter Ordnung festzustellen. Tndem ep

ersten Mal allein auf Grundlage von Lagen-
gestaltlichen Verhiltnisse der Kur Vte
von der Kurve nicht mehr voraussetzt,

der fiinf Gestalten bedarf er einer ge-‘
ichung gegebenen Definition dey Kurve und’a.nderel‘
wird dann auf eine weitere Gliederung
t, 50 dass er schliesslich sieben Gat-
- Jene fiinf Formen decken sich mit den fiinf ,,dwgll'-
girenden Parabeln®, yop denen Newton den Saty ausspricht, dass sich
eime jede Kurye dritter Ordnung in eine yop ihmen projiciren lasse.

Den Mobiug ’schen Standpunkt hat danp Salmon ') in sehr iibBI:SICht'
licher Weise mit gey Beziehungen zup Unendlichfernen verkniipft, indem
hen Finfteilung gl Haupteinteilung aus-
gen nach ihrem Verhalten im Uneudlw}{ffil
ML Mman im ganzen zy 3g Species, denen sich

Wendepunkte nocl, 26 Varietiiten zugesellen.
n kehrt nur die fijy f ofter wieder, wihrend

: ; : 13,
Wel villig verschiedenen Bedeutungen),
ommen, und wir

einer dieser Formen in drej gefiihr
tungen unterscheidet

Unter den genannten Zahle
ausser ihr dje Zahlen 7 (in z

186, 30, 56, 72, 216 york

¢ i ; isse
I zeigt, dass bei ihpey Aufstellung eine gew
Wﬂlkﬁrlichkeit, oder wen

. : F R ichts-
1gstens eine grogse Mannigfaltigkeit von Ges]v-mn
punkten herrsche, pacy denen die Einteilung vorgenommen werden k:

II. Mobiug’ Plan der Kurveneinteilu

ng und ein geordnetes
System aller moglichen E

inteilungen.
gegebenen Eintei]ung
empfehlen, wie Sa]
oder Siebentei]ung
alten gegeniiper dem Uney
menen Einteilungen weisen
weit gehen kann
ich auch ajle denk

€N in eine gewisse Ordnung
mon dies unternommen, VOI}:
auszugehen und fiir Jedle]
\dlichfernen zu unt,pﬁﬂdﬁ;
darauf hin, dass man'lnel's‘_
€s kiime aber darauf an, die blih
baren weiteren Einteilungen S0

bringen, 5o diirfte es sich
der Mﬁbius’schen Fiinf-
dieser File das Verh
Die bisher unternom
mehr oder Weniger

herigen, und womdgl
S

2 Salmon,

»A treatige on
Nr. 204

873,
the higher '
1., deutsch von Fiedler

1
ace,
plane curves®, 2, Auflag

eIl A

» nAnalytische Geometrie der héheren ebenen Cu(r\xﬁ
2 Auflage, 1889, Bei falmop der b, Gattung eine Variel:
m in der 2, Species der 1.
Varietiit (3 unendlich ferne

{ zu
Gat tung
Wende-

ist in der 3, Species
Ausgabe ausserde
3, G‘utbuug) eine

: 0, und in gep deutschen
(und entsprechend iy der 2, ypg
Punkte) hinzuzufﬁgen.
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ngen, dass einer jeden Einteilung eine bestimmte Stelle
sumt wiirde. Ich mochte mich hier darauf beschranken
an einem Beispiel zu zeigen, wie es schon beim vor-Mobius’schen Standz
punkt, von dem aus die Kurven nach ihrem Verhalten im Unendlichfernen
beurteilt werden, moglich ist, eine derartige Anordnung aller Einteilungen
unter Umstiinden bis ins Unendliche fortzusetzen. Ein wesentlicher I*Sin-
teilungsgrund ist bei Pliicker die Lage der Begleiterin der unendlich
fernen Geraden. Zieht man niimlich in drei beliebigen in einer Geraden
Tangenten, so liegen deren weitere drei

gelegenen Kurvenpunkten die
in einer Geraden, die die Begleiterin

Schnittpunkte mit der Kurve abermals 1
der ersten heisst. Um eine weitergehende Einteilung zu bekommen, konnte

man zur Begleiterin der unendlich fernen Geraden abermals die Begleiterin
suchen und auch deren Lage periicksichtigen u.s. f.  Wenn nicht die
unendlich ferne Gerade ganz besondere Lagen hat (die sich sprungweise
iiber die Kurve verteilen), S0 wird man diese Einteilung sogar bis ins
Unendliche fortsetzen konnen. Dabei wire die Forderung erfiillt, die
Mobius bei seiner Siebenteilung aufgestellt hat (a. a. 0. § 48, 2. Absatz),
dass es sich, olme erst eine Messung vorzunehmen, erkennen lasst, welcher

Art eine Kurve zuzurechnen sei.
Ob nun die M&bius’sche Fiinf- oder Siebenteilung (oder die aus der

Mgbius'schen gewonnene 13-Teilung), die iiber jener das Unendlichferne
beriicksichtigenden Kinteilung steht, vollkommen abgeschlossen oder auch
einer Fortsetzung fahig ist, lisst sich nur beurteilen, wenn man auf die
Mobius’schen Grundgedanken und auf die wichtigsten Eigenschaften der

Kurven dritter Ordnung niiher eingeht.
Maobius geht in der genannten Abhandlung von der Unterscheidung

der Kurven zweiter Ordnung in Ellipse, Hyperbel und Parabel aus, um
dann durch Verallgemeinerung Merkmale zu gewinnen, die auch zur Unter-
scheidung der Kurven dritter Ordnung brauchbar sind. Zwei gleichartige
dieser Kurven, also z. B. zwei Ellipsen, lassen sich stets durch affine Ab-
phildung in einander iiberfilhren, wiihrend zweierlei Kurven, wie Ellipse
und Hyperbel, keine solche affine Abbildung ineinander gestatten. Dagegen
lisst sich durch kollineare Abbildung eine Kurve zweiter Ordnung in
jede beliebige andere iiberfilhren, oder was auf dasselbe hinaus kommt,
zwei beliebige Vol den Kurven lassen sich stets auf einen Kegel zweiter
Ordnung legen, dass die eine die Projektion der anderen aus dem

Seheitel des Kege
Untersucht man das

ein System zu bri
in dem System einger

S0

Is wird.
Verhalten der Kurven dritter Ordnung gegen-

iiber den Kollineationen, S0 findet man, dass nicht jede zwel solche Kurven
einem einzigen Kegel als ebene Schnitte angehdren, und es liegt deshalb
nahe, alle diejenigen Kurven, bei denen dies moglich ist, in eine besondere

Gattung zus::mmenzusch]iessen, withren

d die Kurven zweiter Ordnung hier-




nach nur eipe einzige Gatt
wieder so ip Arten getei]

. . 5 ‘ am Schluss des
emander affin sjnq (vgl. § 2 der erwihnten Abhandlung, am Schluss
ersten Absatzes), ohne g

. ; : AT A ins damn
ung bilden; jede Gattung will Mobius ddlie
b wissen, dass eine Apt yyp Kurven umfasst, d

ber selbst niher g
Man'sieht, dass dje Einteilung der
nung der verschieden gestalteten

arauf einzugelen. A
Kurven in Gattungen mit der Besmmt—
Kegeldritter Ordnung iibereinkomm ,
tnd der Bestimmung dieser Kegel (oder ihrer Schnittkurven mit, einer k(_)ncel;
trischen Kugel) ist der Hauptteil dep genannten Mo bius‘schen Arheit gerfi_‘{“?l;
Wir werden statt der Kegel die ehene Kurve selbst betrachten, indem wir z

Jeder Kurye alle ihre kollinearen Bildey als gleichberechtigt hiuzudenk(;alij

S sel aber gleich hiep erwahnt, dass sowohl der (rundsatz : S?
kollinearen Abbildbarkeit gleichartiger Kurven, wie auch der Gr und”_d’k;
der Affinitsit fijy die Unterteilungen, anf eine Einteilung in unendlich V:ie .
Fille fillnt, upq dass M§hiug deshalb auf dje strenge Darehfihrung T:i
ersten Grundsatzes verzichtet, wihrend ihm die Unméiglichkeit der Dureh
fﬁhruug des zweiten Grundsatzes entgangen zu sejp scheint.

L Geschlecht, Klasse ung Singularititen der ebenen
Kurven dritter Ordnung,

Mﬁbius’schen Plan w
die Frage gefiihrt, unter Wwelchen U
kollinear ip sich selbst oder in eipe

konne, Dapit héingen innig zusamm

Durch den erden wir mit Notwendigkelt au(f
mstinden eine Kurve dritter O”dn}g:ﬁ
andere solche Kurye abgebildetl welngse
en einige Begriffe, die sich auf ge\\l ;e"
- auf Anzahlen, die so mit den K_ug‘ i
ojektion nicht verloren gehen; Sin =
Anzahlen versehieden, S0 kinnen beide sicher nicht !
und  diirfen deshalb nach dbius’ Forderuilnot

- Dahin gehirt das Gesch e c] 2t
a8 zu der Anzahl vop Punkten ip Beziehung steht, .d-1e f'_
2°Ugung der Kurven qupep, die Konstruktion gleichzeitly ,.u"
den; ferner gie Klasse, die gie Anzahl der von einem be]le}”}?oi,
unkte gezogenen Kurventangenten angibt, ung endlich die Zahl‘del ; it
handenep Singularititey Nur insofern kany eine gewisse Unsicher l(;e
bei Berﬁcksichtigung dieser Zahlep herrschen, g)g sie sich stets auf B.
€samtheit, qep reellen ung imaginiiren Elemente beziehen, so dan f‘]be
ZWel solche Km-ven, die von verschiedenep Klagse sind, gleichwohl drealelen
Anzahl reelley Tangenten autweisen kinpey,. Es dirfte sich emp__ﬁ)' 11.,311
die Gesamtheit der reellen ypg imaginiirey Elemente als einen huhecen,
inte % B. Kurven mit ey \Vendepunll-{) in

rei reg]) sind, ung Kurven mit qpej Wendepunkten, 41

d, nicht alg gleichartig zu behandeln.
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Das Geschlecht der Kurven dritter Ordnung kann entweder null
oder eins sein. Vom Geschlecht null sind diejenigen Kurven, die einen
Doppelpunkt haben: sie lassen sich punktweise stetig konstruiren und
durch Geraden, die durch den Doppelpunkt gezogen sind und die Kurve
deshalb in je einem weiteren Punkte treffen, projektiv auf eine Gerade
Ihnen gegeniiber stehen die Kurven ohne Doppelpunkt vom

beziehen.
Ihre Punkte lassen sich bei stetiger Erzeugung der

(zeschlecht eins.
Kurve nur paarweise konstruiren, d.h. eine stetige lineare Erzeugung dieser
Kurven ist ausgeschlossen.

Der Klasse nach sind bei den Kurven vom Geschlecht null zwei
Tille zu unterscheiden. Fallen die zwei Tangenten des Doppelpunktes
zusammen. so dass er zur Spitze wird, so ist die Klasse drei, im andern
Falle vier. Die Kurve vom Geschlecht eins hat die Klasse sechs.

An singuliren Punkten sind ausser dem schon erwihnten Doppel-
punkt nur noch Wendepunkte vorhanden und zwar bei den Kurven
dritter Klasse ein einziger stets reeller. Bei den Kurven vierter Klasse
sind drei Wendepunkte vorhanden, die Kurve weist aber nach der Reellitit
der beiden Tangenten im Doppelpunkte und der drei Wendepunkte zwei
Fille auf: Entweder sind die beiden Doppelpunktstangenten reell, d. h.
die Kurve besitzt einen Selbstschnitt; dann sind zwel von den drei Wende-
punkten imaginir. Oder die beiden Doppelpunktstangenten sind imaginir,
der Doppelpunkt also isolirt, dann sind alle drei Wendepunkte reell.

Die Kurven von der Klasse sechs haben neun Wendepunkte, von
denen stets drei reell, die iibrigen paarweise konjugirt imaginir sind.

IV. Kollineationen, die eine Kurve dritter Ordnung vom
Geschlecht null in sich oder in eine andere Kurve abbilden.

Zieht man durch einen Wendepunkt der Kurve simtliche Strahlen
und sucht auf jedem den harmonischen Punkt des Wendepunktes zu den
beiden weiteren Schnittpunkten mit der Kurve, so liegen diese alle in einer
Geraden, der harmonischen Polare des Wendepunktes.

Daher ist durch jeden Wendepunkt als Centrum und seine harmonische
Polare als Axe eine harmonische perspektive Kollineation (kollineare
gegeben, die die Kurve in sich selbst abbildet. Hat die Kurve

Spiegelung)
einen Doppelpunkt, so geht die harmonische Polare des Wendepunktes
durch ihn und durch den Beriihrungspunkt der einzigen aus ihm an die
Kurve noch moglichen Tangente hindurch, so dass sich durch die perspek-
1 selbst abbildet und seine beiden Tan-

tive Ixollineation der Doppelpunkt in sicl

. unter einander vertauschen. Aber auch jeder Wendepunkt muss
de haben: daher wird jede Gerade, die aus

genten sicl
wieder einen solchen zum Bil
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g

einem als Centrum ge
gezogen ist, noch eip
: - : : TR d es
Diese Gerade heisst dann ejne W endepunktsgerade, ;neinel'
liegen inshesondere die drei reellen Wendepunkte der Kurve au
solchen,

S : 7. <t
gebenen Wendepunkt nach ejnem zweiten Wendepunk
en dritten Wendepunkt enthalten.

4 ; g spektiven Kollineationen
Fiihrt man zwel oder mehr von diesen perspektiven Kollinea

. . s d 4 o ] ' ) die
hintereinander aus, so erhilt man immer eine Kollineation der Ebene,

B 7 ¢ in
die Kurve in sich, den Doppelpunkt in sich und jeden Wendepunkt 0
einen Wendepunkt abbildet.

Im allgemeinen sind dadurch alle
Ordnung kollinear in sich abzubilden, e
bilden die Kurven dritter K
ausgezeichnete Kurven
Wweiterer Kollineationen i

Miglichkeiten, eine Kurve (111~1t1,e,1
rschipft. Eine Ausnahme lner!\ffn
lasse, die durch unendlic, viele, und g'e‘flbﬁ
sechster Klasse, die durch eine endliche Zah
N sich abgebildet werden.

: i s : e . schrinken
Wir betrachten fiy Jede Kurvenart diese Kollineationen, beschr
uns aber in diesem Abschn

itte auf die Kurven yom Geschlecht null, “.3,11‘1('102?

die vom Geschlecht iy in den drei folgenden Abschuitten erledigt ve (h
Soll eine Kurve dritte, Ordnung dritter Klasse kollinear in ;1;(1
abgebildet werden, so miissen dabei der einzig vorhandene W end«‘lm“,kt qirch
seine Tangente, sowie die Spitze unq ihre Tangente ihre Bilder in :\fie
selbst haben, Wendepunkt yng Spitze mit ihrer Vurbindungsgcmden,’ f(?ken
die Tangenten beider mit ihrem Schuittpunkt bilden die sechs Stiicke (_hf o
und Seiten) deg Doppelpunkts-Dreiecks einer jeden Kullinemion{ ‘“f" sem
Kurve in sich abbilget. Durch die singulsiyen Elemente ist daher in 9'{?1_011
Fall die Kollineation nocp nicht bestimmt, unq man kann zu ihrer Y“l l*’_b’lq
Bestimmung etwa einem Punkte gep Kurve einen beliebigen zwmt@ {lii
Bild zuordnen. Man findet, dann, dagg sich in der so bestimmten Ko

z¢ Kurve in sieh selbst abbildet; darans folgt:
a) Die Kurye dritter

~ 1
B A oo
Ordnung drittey, Klasse besitzt
Kollmeatwnen, die dje Kurve ip sich abbilden.
. : L ; g ine Kurve
. In der glelcl}en Weise ergibt sich, dagq wenn man eine |
dritter Ordnung drittey

Klasse in eine andere solche Kurve kollinear "ll-,;
bilden soll, map den Wendepunkt und die Spityq mit ihren "angenten ”1
die gleichartigen Elemente gep Bildkuryen abzubilden hat und ““”’S(frd(f:n
irgend einem Weiteren Punkte dep Kurve eipen ganz beliebigen weitere
Punkt der anderen glg Bild zuordnen kany, Also:

b) Jede solche K

: 3 L auf jede andere durch
Ko]lmeatlonen abbilden,

Fiir die Kurven dr

. itter Ordnung
dieselben Fragen am einfa,

chsten beantworten

sich

. i qssen SIC
vierter Klasse L;L,bf

; Wenn wman sich die

J)lmkt&)
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der Kurve erzeugt denkt als Schnitt der entsprechenden Geraden eines
Strahlenbiischels und eines projektiv darauf bezogenen Tangentenbiischels
einer Kurve zweiter Klasse. Jede rationale Kurve dritter Ordnung lisst
sich auf unendlich viele Arten so erzeugen: ist sie aber von der vierten
Klasse, so ist darunter eine Krzeugung — und zwar eine einzige — bei
der die simguliren Elemente der Kurve eine besonders einfache Liage haben.
Es giebt ndmlich drei Tangenten jener Kurven zweiter Klasse, die in ihrem
Beriihrungspunkt den entsprechenden Strahl des Strahlenbiischels schneiden.
Durch diese Punkte geht also die Kurve dritter Ordnung und wie man
vt sie in ihnen die Kurve zweiter Klasse. Der Mittel-
punkt des Strahlenbiischels ist, wie ebenso leicht ersichtlich, der Doppel-
punkt der Kurve. Ist mun von dem Dreiseit jener drei Tangenten und
dem dazu perspektiv liegenden Dreieck ihrer Beriihrungspunkte der Doppel-
punkt das Perspektivitdtscentrum, S0 findet die erwihnte Sonderlage statt.
Sie kann in folgender Weise hergestellt werden:

Man nehme die Kurve sweiter Klasse an; wir nennen sie  wegen
gewisser Beziehungen, die sie zur Kurve dritter Ordnung hat, ihre Cayley’sche
Kurve. Auf ihr wihle man drei Punkte als Beriihrungspunkte beider Kurven.
Vom Dreieck dieser Punkte und dem dazu perspektiven Dreiseit ihrer Tangenten
suche man die Axe und das Centrum der Perspektivitit, so hat man in
ilmen Wendepunktsgerade und Doppelpunkt. Dabei sind die Schnittpunkte
entsprechender Seiten (d. h. je einer Seite des Tangentendreiseits mit der
ilrem Beriihrungspunkt cegeniiberliegenden Seite des Dreiecks) die drei
Wendepunkte; und die Verbindungsgeraden entsprechender Ecken sind die

Axen der frither erwilnten

zu den Wendepunkten als Centren gehorigen
3 £ oo ~ T A ~7' 1 May ) -
harmonischen perspektiven Kollineationei- Tnd endlich sind die Tangenten

aus dem Doppelpunkt an den Cayley’schen Kegelschnitt die Doppelpunkts-

tangenten der Kurve dritter Ordnung.

Da lierbei Centrum und Axe
dieser aber und die Axe erste und zweit
eck (und ebenso der Kegelschnitt und das Centrum
der Axe zum Dreiseit) sind, so kann man auch das )
Dreiseit beliebiz annehmen und dazu noch entweder die ‘\Vegdepmkt&
gerade oder auch den Doppelpunkt; die fehlenden Stiicke lassen sich 'dargus
hinzu konstruiren, insbesondere der Kegelschnitt, auf ihm difb 131’0_161{111\:6
Bezielung zum Strahlenbiischel des Doppelpunktes und somit auch die

[Curve dritter Ordnung.

Das Dreieck der Berihrungspunkte von Kegelschnitt und Kurve
dritter Ordnung, und ebenso das Dreiseit der Tangenten in diesen Punkten
hierbei ‘eine ganz besondere Lage zu dem aus der Wendepunkpg-
| den beiden Doppelpunktstangenten bestelenden Dreiseit. Sie

leicht sieht, beriil

Pol und Polare zum Kegelschnitt,
e Polare des Centrums zum Drei-
die dazu dualen Gebilde
Dreieck oder das

haben
ceraden und
liegen niimlich sechsf

ach perspektiv.

e
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Soll nun eine Kurve dritter Ordnung mit Do
neation in sich selbst abgebildet w .
Wendepunkt in ejnen Wendepunkt, der Doppelpunkt in sich und jede
Doppelpunktstangente in eine Doppe]punktstangente abgebildet werden.

3 5 : e . o . Keoel-
Dies ist nur durch eine solche Kollineation moglich, die auch den Kege
schnitt in sich tiberfiihyt,

Es geschieht dies

ppelpunkt durch eine I\H%]l'
. T Teder
erden, so muss, wie erwihnt, jec

1) durch Festhalten eines Wendepunktes, Vertauschen der heiden anderen
Wendepunkte, womit sicl, auch die beiden Doppelpunktstangenten \'el‘tauschm};
Auf diese Weise erhiilt man gerade die drei kollinearen Spiegelungen, die
einen Wendepunkt zum Centrum und seine lineare Polare zur Axe hz}bel_lj-

2) durch cyklisches Vertauschen der drei Wendepunkte, \"f{be?_ dl,”
beiden Doppelpunktstangenten festbleiben. Hierbei erhilt man zwei Kolli-
neationen, die sich als Folgen von je zweien der vorigen darstellen ]a_ssen.
Da man durch Zusammensetzung irgend zweier dieser fiinf [\’.Onille&t.l‘onc“
nichts neues erhiilt, so hat man nur noch die Identitit ihmen zuzufiigen,
um eine Gruppe von Kollineationen zu erhalten, d. h.: el

c) Jede Kurve dritter Ordnung vierter Klasse geht durch
eine Gruppe von sechs Kollineationen in sich iiber. ‘

Ebenso wird man Jede beliebige dieser Kurven in jede a,.nd(:lle-
kollinear abbilden konnen, indem man den Cayley’schen Kegelschnitt ’el
einen Kurve auf den der andern so bezieht, dass die drei Bex-ii]n‘ullg'sl.“ml‘tte
des ersten Kegelschnitts mit seiner Kurve dritter Ordnung sich in die ?le
sprechenden Beriihrungspunkte der Bildkurven abbilden, oder was dasﬁfl.)t
ist, dass das Dreieck der Beriihrungspunkte (oder das 'l‘ang‘enten'd"e’bbl.i
und die Wendepunktsgerade (oder der Doppelpunkt) der ersten Kurve n
die gleichen Elemente der Bildkurve abgebildet werden. K

d) Es ist stets auf sechs verschiedene Arten moglich, uAln(:
Kurve dritter Ordnung vierter Klasse auf eine andere solche
Kurve kollinear abzubilden.

Beriicksichtigt man aber dabei die Reellitit der Gebilde und. “"ll] ]
Mman sich nur auf reelle Kollineationen beschriinken, so muss man zwewl']‘;"
Falle unterscheiden. Entweder liegt der Doppelpunkt im Inneren d(.l.\
Cayley’schen Kegelschmitts, dann sind die drei Wendepunkte (also au('l:,
das Drejeck auf dem K.egelsclmitt) reell, die Doppelpunktstangenten ;Q):;t
imaginiir, der Doppelpunkt ist also isolirt. Oder der Doppelpunkt hf;ﬁ:)
ausserhalb, dam st nur ey, Wendepunkt (und nur eine Feke jenes Dreiec :;11
und die baiden Doppelpunktstangentun reell; die Kurve besitzt also .emc ;l
Selbstschnitt, Ty ersten Fall gibt es im Reellen alle sechs Kollineal1on m’.
‘d.ie die Kurve ip sich abbilden, im zweiten Fall ausser der Ident]t:lf‘ ](‘1“_
eine reelle Kollineation, namlich gje Perspektivitit, die den reellen Wel o
punkt zum Centrym hat.  Nun ist klar, dass zwei Kurven dritter Ordnwis
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nur danm durch reelle Kollineationen in einander abgebildet werden konnen
wenn  sie demselben Reellitiitsfall angehdren, wir erhalten also den Satz-7

e) Eine Kurve dritter Ordnung mit isolirtem Doppe]punkt~
lisst sich durch sechs reelle Kollineationen, eine mit Selbst-
<chnitt dureh zwei reelle Kollineationen in sich selbst oder in

jede andre solche Kurve abbilden.

V. Kollineationen, die eine Kurve dritter Ordnung vom
Geschlecht eins in sich oder in eine andere Kurve abbilden.

Dass es Kollineationen gibt, die eine Kurve dritter Ordnung vom
Geschlecht eins in sich abbilden, haben wir an dem Beispiel der perspek-
tiven Kollineationen gesehen, die einen Wendepunkt zum Centrum und seine
harmonische Polare zur Axe haben. Wie diese, mass auch jede andere
solche Kollineation das System der neun Wendepunkte in sich abbilden.
Aber nicht umgekehrt wird jede Kollineation, die das letzte bewirkt, auch
die Kurve in sich abbilden. Durch die neun Wendepunkte geht nimlich nach
einem bekannten Satze ein ganzer Biischel, der ,syzygetische B ischel,
von Kurven dritter Ordnung, deren jede dieselben Wendepunkte hat: und
die Kollineationen konnen auch die eine Kurve in eine andere des Biischels
abbilden. Werden in diesem Falle die Kurven des Biischels durch eine
Kollineation einander zugeordnet, S0 konnen dabei wieder
gezeichnete Kurven sich selbst zugeordnet sein. Alles dies filhrt zur Frage
allen Kollineationen, die die neun Wendepunkte und

tischen Biischel in sich abbilden.

die zuerst von C. Jordan ')
analytisch untersucht wurde.
ometrisch gewinnen, und

gewisse aus-

nach
damit auch den syzyge

Diese Kollineationen bilden eine Gruppe,
aufgestellt worden ist und spiter wiederholt
Sie lisst sich aber, wie ich zeigen werde, rein ge
Zwar ist zu ihrer Ableitung nur nitig die Kenntnis der perspektiven Kolli-
neation aus einem Wendepunkt, die schon Newton besass, und die durch
Pliicker erwiesene Thatsache, dass unsere Kurve neun Wendepunkte be-
Die Methode, deren ich mich bediene, ist die fur geometrische Be-

sitzt.
:ns jede Kollineation aus mog-

nandlung wohl nichstliegende, niimlich erste
lichst einfachen Kollineationen zusammenzusetzen, und zweitens zur Be-
stimmung einer Kollineation vier Paare entsprechender Punkte oder Geraden
quszuwiihlen: dies geht sehr leicht, da die ganze Figur thatsichlich durch
Geraden bestimmt ist.

) n der Litteratur tiber diese Gruppe vergleiche man ,Encykl. d. math.
w.e L B3O Die dortigen Angaben sind zu erginzen durch die Inang.-Diss.
Muth (Giessen 1890), in der die sechs verschiedenen Arten der in der Gruppe
n Kollineationen and die in ihnen festbleibenden Kurven behandelt sind. Die
hgen stiitzen sich auf die Parameterdarstellung der Kurve dritter Ordnung,

Man vergleiche auch die folgende Fussnote.

vier

1) Wege

von P.
enthaltene

Jetrachtur
o auf elliptische Funktionen.

als
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Die gegenseitige Lage der neun Wendepunkte lisst sich unmittelbar
aus der erwilmten perspektiven Kollineation herleiten.!) Zuerst folgt aus
ihr der oben schon benutzte Satz, dass die Verbindungsgerade zweier
Wendepunkte noch einen dritten Wendepunkt enthalt. Daraus ergeben
Sich 12, Wendepuuktsgeraden “, von denen durch einen Wendepunk?
limer vier gehen; und wihlt man von diesen (ieraden eine heraus
S0 gehen durch ilre drei Wendepunkte noch neun weitere Geraden, €s
bleiben also nur zwei ibrig, die sich mit der ausgewiihlten in keinem
Wendepunkt trefien, und wie aus der perspektiven Kollineation folgt, eben-
SO wenig unter einander einen Wendepunkt gemein haben. Diese drei
Geraden bilden dann ein »Wendepunktsdreiseit“, und die 12 Geraden
ordnen sich in vier solche Dreiseite an, von denen jedes alle mneun
Wendepunkte in sich enthilt, von denen also je zwei sich in den
neun Wendepunkten durchschneiden. In der That gehoren diese Dreiseite,
als zerfallende Kurven dritter Ordnung gerechnet, zum syzygetischen Biischel.

Durch eine perspektive Kollineation, die einen Wendepunkt zum
Centrum und seine harmonische Polare zur Axe hat, wird von jedem
Wendepunktsdreiseit, eine Seite in sich abgebildet, néimlich die durch dgs
C.entrum gehende. Eine zweite Seite eines solchen Dreiseits trifft die Axe in
émnem Punkt, der nicht Wendepunkt ist, daher entspricht ihr in der per-
spektiven Kollineation die dritte Sejte des Dreiseits, d.h. die perspek-
tive Kollineation bildet jedes Wendepunktsdreiseit in sich
ab, und zwar so, dass eine Seite durch das Centrum geht und ibre
Gegenecke in der Axe liegt. So muss auf jeder harmonischen Polare
eimes Wendepunktes von allen vier Dreiseiten je eine Ecke liegen, wihrend
die Gegenseiten durch den Wendepunkt gehen. Dann werden durch eine
beliebig herausgegriffene Fcke éines Dreiseits drei harmonische Polaren gehen,
némlich diejenigen, deren dyei zugehrigen Wendepunkte auf der (egen-
Seite liegen. Daraus folgt, dass die drej librigen Dreiseite von der heraus-
gegriffenen Ecke aus gesehen perspektiv liegen, wiihrend die Gegenseite die
Axe' fi.ir die perspektiven Abbildungen von irgend zwejen der drei iibrigen
Mt. Da dies fiir jede Ecke gilt, so kommt man zu dem folgenden

) Uber die Lage der neun Wendepunkte und ihre Verteilung auf vier Drei-

seite vergleiche man Pliicker, System der anal, Geometrie (1835), 8. 284 und Hesse’s

Arbeiten im Journal fir reine und ang. Math. 28. Bd. (1844), S. 97 und 38. Bd. (1842,

i 257. Im 28 Bd. 8, 95 u. 96 gibt Hesse dreierlei Substitutionen an, die das syZy-
getische Biischel in sich tiberfiit

: ren.  Die erste dieser stimmt mit den spiter apie;
leiteten IF{oHineationen 6. Art, die beiden letzten mit den Kollineationen 3 Il\l't “l"'rel;]'
i ggéﬁagse Y;We}er sech.sfach perspektiven Drejecke hat zuerst Rosanes (\S]inl’
kel - 549) analytlsch bestimmt, und dann hat Schréter (Math. / .

. 5% 5. 053) sl geometrisch abgeleitet und die Figur durch eines der Dreieck® !
‘e.Gert?.de bestimmt, Der Satz, dass zwei solche Dreiccke stets als Wenden-
Guide) f;s;nte eines syzygetischen Bii{sc:,hels aufgefasst werden kénnen, stampb VO

ger (Math, Ann, VII, §, 252),
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Satze, der die gegenseitige Lage der Wendepunktsgeraden iibersichtlich
angibt:')

a) Je zwei Wendepunktsdreiseite liegen auf sechs Arten
perspektiv und zwar ist jede Ecke eines der beiden anderen
Wendepunktsdreiseite das Centrum, ihre Gegenseite die Axe
der Perspektivitat. Die harmonischen Polaren der Wende-
punkte sind die Perspektivitatsstrahlen entsprechender Ecken
die Wendepunkte Schnitte entsprechender Seiten. ’

Die Konstruktion der Figur der neun Wendepunkte ist nun nach den
fritheren Angaben iiber sechsfach perspektiv liegende Dreiseite (S. 8) leicht
auszufiihren. Man nehme irgend eines der vier Dreiseite als gegeben ém, und
von einem zweiten eine Seite.  Die Gegenecke des zweiten Dreiseits ist
der Pol der Seite zum ersten Dreiseit. Die beiden fehlenden Seiten sind
dann durch die friiher erwihnte Involution bestimmt. Aus diesen beiden
Dreiseiten sind von den zwei ibrigen die Icken als Centren und die
Gegenseiten als Axen der sechs perspektiven Kollineationen bestimmt, die
das erste Dreiseit in das zweite abbilden.

Aus dicser Konstruktion folgt:

b) Durch ein Dreiseit und
Figur der neun Wendepunkte

¢) Jede derartige Figur kann auf jede andere kollinear
abgebildet werden, indem man ein Dreiseit und eine weitere
Seite der einen Figur in ein Dreiseit und eine weitere Seite
der anderen Figur abbildet.

In der That hat auch die Gegenecke der weiteren Seite ihr bestimmtes
Bild in der zweiten Figur und ebenso jede der beiden fehlenden Seiten;
denn auch dann, wenn diese Seiten imaginér sind, sind sie nach v. Staudt?)

den Involution eindeutig

durch Festlegung des Sinnes der sie bestimmen
ihren Bildern zugeordnet. Da sich nach der Definition des Wendepunkts-

dreiseits ein solches nur wieder in eines kollinear abbilden kann, erhilt

man auf diese Weise auch alle gesuchten Kollineationen.
isst sich auch in sich selbst ab-

es der vier Dreiseite einem der

eine Seite eines zweiten ist die
eindeutig bestimmt.

d) Jede derartige Figur 1
bilden, und zwar so oft, als ein
tiven Dreiecke, sowie der
vorkommenden
falls man die

Die Sitze iber die Lage der sechsfach perspek
wkte der Kurven dritter Ordnung lassen sich trotz der
loicht durch eine Figur wiedergeben,
ihlt. Diese Figur wird am Schluss dieser
. 80) ihre Stelle finden. Es sind auf ihr die neun Wende-
sowie die 12 Ecken und die 12 Seiten
Eine ausfiihrliche Eiklirang der Figm

')
neun Wendept
[llemente sehr
Darstellung des Imaginiren w

imaginiren
v. Staudt’sche
Abhandlung Figur 1, S
punkte und ihre neu
der vier Wendepunktsdreiseite
folgt im IX. Abschnitt.

3) Man vergleiche Fig. 1, S, 50,

n harmonische Polaren,
eingetragen.




vier Dreiseite, una eine w
geordnet werden kany,
Ein beliebig herausgegrif

eitere Seite einer weiteren Seite zu-

fenes Dreiseit lisst sich nun auf sechs ver-
schiedene Arten einem Dreiseit zuordnen, und da es vier Dreisecite Sl{ldr
S0 giebt es 4.6 derartige Zuordnungen. Ausserdem lisst sich eine be]ieblgé
weitere Seite irgend einer Seite der noch freien Dreiseite zuordnen, dies
liefert fiir jeden der vorigen Fille neun Moglichkeiten, also im ganzen
4809 =216 Moglichkeiten, d. h.:

e) Es gibt 216 Kollineationen, die die Figur der neun
Wendepunkte einer Kurve dritter Ordnung in sich abbilden,
und ebenso viele, die sie in eine andre solche Figur abbilden.

den Gang unserer Untersuchung von Bedeutung.
Der Satz b) zeigt, dass jeder Syzygetische Biischel mit jedem anderen pro-
Jektiv ist, dass also in einem einzigen solchen Biischel alle denkbaren ver-
Schiedenen Formen von Kurven dritter Ordnung enthalten sind, Um aber
ausgezeichnete Kurven zn erhalten, hat man noch diejenigen der 216 Kolli-
neationen zu untersuchen, die nicht alle Kurven des Biischels, sondern nwr
eimzelne von ihnen in sich iberfithren, und diese Kurven sind dann da-
durch ausgezeichnet, dass sie eine vermehrte Anzahl von Kollineationen
besitzen, durch die sie in sich abgebildet werden.
Um diese Kurven zn bestimmen,

Biischels durch eine Tangente in einen
in einem Wendepunkt, bestimmt ist,

Diese Sitze sind fiip

beachte man, dass jede Kurve des
1 Grundpunkt des Biisehels, d. h.
und dass die Tangenten, die in ver-
schiedenen Grundpunkten ap dieselben Kurven des Biischels gelegt werde}l,
projektive Strahlenbiischel bilden, Wird nun durch eine Kollineation ein
Wendepunkt in einen anderen (oder auch in sich selbst) abgebildet, so ent-
steht hieraus eine zweite projektive Beziehung des einen Strahlenbiischels
auf den anderen, und somit wird in dem zweiten Wendepunkt eine projek-
tive Beziehung zwischen der Tangente an eine Kurve und der Tangente
an diejenige Kurve entstelien, in die die erste vermige der Kollineation
iibergeht. Die zwei Doppelstrahlen dieser projektiven Beziehungen liefern
die Kurven, die durch die Kollineation in sich abgebildet werden; ent-
Sprechen aber drei von den Strahlep des Strahlenbiischels sich selbst, S0

bildet sich durch dje Kollineation jede Kurve des Biischels in sich
selbst ab.

VI. Fortsetzung: Die sechs Arten von Kollineationen und
die in ihnen festbleibenden Kurven.

Die erste Ar

sich iiberfiihren, hilde

el s : te in
t von Kollineationen, die die neun \\/endepQPk S
pektiven, die einen Wendepunkt zam Cent

ten die pers
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und seine harmonische Polare zur Axe hatten (S. 7).  Sie sind dadure
definirt, dass sie jedes der vier Dreiseite so in sich iiberfithren, dass sici:
in jedem die eine Seite, die durch jenen Wendepunkt geht, in ,sic.h selbst
abbildet, die beiden anderen Seiten aber vertauschen. il
; 7ur Festleoung einer solchen Kollineation kann man ein Dreiseit in
fhesel' Weise sich selbst zuordnen, was auf drei Weisen moglich ist, und
in einem zweiten Dreiseite eine Seite in jede der drei Seiten desselben
Dreiecks iiberfihren, was fiir jeden der vorigen Fille noch drei Moglich-
keiten ergibt. Man erhilt so 3.3=19 Kollineationen, wie es ja dem
Vorhandensein von neun Wendepunkten entspricht.

Fine zweite Art solcher Kollineationen erhdlt man, wenn man die
Folge zweier der ersten Art bildet.
Dabei bleibt die Verbindungsgerade der beiden Centren dieser Per-
spektivititen fest, wihrend die beiden anderen demselben Dreiseit an-
gehirigen Wendepunktsgeraden cich bei der ersten Abbildung vertauschen,
bei der zweiten ebenfalls, also bei der Folge beider fest bleiben. Auch
jedes andere Dreiseit geht durch jede einzelne Abbildung, also auch durch
ilre Folge in sich iiber; ginge dabei auch nur eine Seite in sich iber, so
bliehen vier Geraden an der Stelle, so dass man die Identitdt hidtte, daher
werden in jedem der drei iibrigen Dreiseite die drei Seiten cyklisch ver-
tauscht. Line solche Kollineation ist daher cyklisch von der Periode drei,
und eine Seite wird durch die Kollineation in eine andere, durch ihre Um-
kehrung aber in die dritte Seite des Dreiseits abgebildet.
r Kollineation der zweiten Art kann man daher . 4
(auf vier Arten) ein Dreiseit seitenweise in sich selbst abbilden und eine
weitere Wendepunktsgerade in eine der beiden anderen Seiten desselben
Dreiseits. Ks giebt daher 4.2 =8 colcher Kollineationen. Aus dem
Gesagten ist auch leicht zu entnehmen, in welcher Weise man eine solche
Kollineation in zwei der ersten Art zerlegen kamn.

Will man alle Kollineationen bestimmen, die zwei von den vier Drei-
<o kann man die Seiten des ersten auf sechs Arten
Qeite des zweiten auf drei Arten in eine
Qeite des zweiten. s giebt also im ganzen nur 6. 3 = 18 Kollineationen,
die jedes von ywei Dreiseiten in sich abbilden. Da bei dieser Bestimmung
auch die Identitit mitgezihlt ist, so finden wir, dass die Kollineationen erster
(9) und zweiter derartigen Kolli-

neationen bilden.

a) Werden durc
in sich selbst abgebildet,

Zur Festlegung eine

geiten in sich abbilden,
in einander iiberfithren, und eine

Art (8), zusammen mit der Identitiit, alle
Man hat also den Satz:

L eine Kollineation von den vier Dreiseiten
so wird jedes in sich selbst

h

zZweli
abgebildet.




T e

b) Die Kollineationen der ersten und der zweiten Art
bilden zusammen mit der Identitit eine Gruppe von 18 Kolli-
Neationen, die jedes Dreiseit in sich iiberfihren,

Dass es eine Gruppe ist, folgt ohne weiter

es daraus, dass wenn zwel
; Kollineationen die vier Dreiseite in

sich abbilden, ihre Folge dasselbe thut.
¢) Durch die Kollineationen der
des Biischels in sich abgebildet.

Denn eg entsprechen vier Kurven des Biischels, nimlich die in gm
eit zerfallenden, sich selbst, und schon das Selbstentsprechen dreier
Kurven hat (vel. S. 14 unten) das der iibrigen zur Folge.
In gleicher Weise schliesst man - .
d) Eine Kollineation, die Jede Kurve des Biischels in sich
abbildet, gehirt zu der Gruppe.

Eine dritte Art der gesuchten Kollineationen kennen wir in. dfm
perspektiven Kollineationen, die je eine Ecke eines \.“\’Zendepunktsdl"fﬂ_sellts
zum Centrum, die Gegenseite zur Axe haben, und ein zweites Dl‘ei.S(%lt.lll
ein drittes abbilden. (Vgl. 8. 14 oben). Da niéimlich das erste Dreiseit in .SICh
tibergeht (u. zw. jede seiner Seiten in sich, die eine Seite als Axe, die beiden
anderen als Perspektivitéttsstrah]en) S0 gehen die neun Schnittpunkte des ersten
und zweiten Dreiseits in die des ersten und dritten tiber, d.h. das System
der neun Wendepunkte geht in sich iiber. Da diese Kollineation dann
Jjedes Dreiseit in ein solches iiberfiihren muss, kann (nach S. 15?‘>_ d.as
vierte nicht fest bleiben, es miissen sich daher die drei letzten Dreiseite
cyklisch vertauschen. Dabei vertauschen sich je drei solche Seitelx. der
drei Dreiseite, die in einem Punkte der Kollineationsaxe (also in emem
Wendepunkte) zusammentreffen, so dass die Kollineation cyklisch von der
Periode drei ist. Da jede Ecke eines Wendepunktsdreiseits als Centrum
elner solchen Kollineation ausgewiihlt werdep kann, und da es zwei cyklische
Vertauschungen der drei iibrigen Dreiseite gibt, so sind im ganzen
12.2 =94 Kollineationen dritter Art vorhanden. Sie sind dadurch
bezeichnet, dass in ihnen eip einziges Dreiseit festbleibt, und zwar mit allen
drei Seiten. Denn zur Festlegung einer solchen Kollineation kann ’mau
ein Dreiseit alg seitenweise feétbleibendes auswillen (auf vier quen)
und dann ausserdem eine weitere Seite in eine Seite der beiden librigen
Dreiseite tibergehen lassen, (was auf sechsfache Weise geschehen k;}lﬂﬂ-
Man bekommt S0 4.6 =924 Kollineationen, d. h. genau die oben (l(:'ﬁl.]nvt.(fll‘
perspektiven Kollineationen. Jedes Dreiseit geht durch sechs dieseél
Kollineationen in sich iiber.

Um zu erfahren, welche Kur
neation in sich abgebildet werden
auf der Kollineationsaxe liegt, de

Gruppe wird jede Kurve

Dreis

s s gan bt
ven des Biischels durch eine solchekg o
, betrachten wir einen \‘&"endﬂl’l_‘_“] ;jl)ét‘-
ssen Strahlenbiischel daher in sich

T
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geht. Von den vier Wendepunktsgeraden dieses Strahlenbiischels

eine in sich iiber, die anderen vertauschen sich cyklisch. Der eine]; i
strahl der Projektivitit im Biischel ist die feste.\Vendepunktsverad e
andre ist der nach dem Centrum der Kollineation gehende St;:lhl %]-d‘er
Tan.gel'lte ‘einel- ausgezeichneter Kurve des Biischels Wéihreﬁd d.as ;“ .
Drelsel_.t eine ‘zweite durch die Kollineation in sicfl abgebildete KI;3 e
c{es Biischels ist. Die drei anderen von demselben Puc;lkte nach ;Ze
Gegenecken der Dreiseite gezogenen Geraden werden gleichfalls cykh'scﬁ

vertauscht.
Von den vier Wendepunktsgeraden, die durch einen Wendepunkt

gehen, kann in der gleichen Weise jeder als Doppelstrahl einer Projektivitéit
%ufgefnsst werden, die die drei andern cyklisch vertauscht. Eine Solci?e
rojektivitiit der vier Strahlen ist nur bei einer zei
mi)'g]']ich, in der jeder der vier Stralﬁzlll é)fgsefblgelL:(?Sgeérel_Chlleten oy
iglich, in der, ler genbeziehung gegen
die drei iibrigen hat, wie jeder andere. Man nemnt sie vier #dquian-
hgrnmnmche Strahlen. Aus dem Gesagten ergibt sich, dass auch
fhe Strahlen aus dem Wendepunkt nach den Gegenecken der durch
iln  gehenden Wendepunktsgeraden vier dquianharmonische Strahlen
sind. ")
Eine jede Kurve, die eine der vier letzten Strahlen zur Tangente
bleibt Dei einer Kollineation dritter Art an der Stelle. In jedem
Wendepunkt sind also vier solcher Kurven bestimmt und da die Konstruk-
tion ihrer vier Tangenten sich projektiv auf jeden anderen Wendepunkt
rhilt man dureh die vier entsprechend gefundenen Tangenten

iibertrigt, 0 €
in einem anderen Wendepunkt dieselben Kurven. Sie heissen die vier

:"lqui;1nlmrnmnisclzen Kurven.

hat,

Jede von den 24 Kollineationen dritter Art lisst eine dquianharmonische
<t und vertauscht die drei anderen cyklisch, wie aus der vorhin
betrachteten Projektivitit innerhalb des Strahlenbiischels folgt. Jede von
den vier ;‘iquianharm(;mischen Kurven wird also durch sechs von diesen
Kollineationen in sich abgebildet, nimlich von denjenigen, deren Centner
in den drei Ecken eines Dreiseits liegen. Hierdurch ist jedem Dreiseit
wrmonische Kurve so zugeordnet, dass wenn das Dreiseit bei
fest Dleibt, auch die fquianharmonische

Kurve fc

eine diquianh:
einer Kollineation dritter Art?)

Kurve fest bleibt.
Weitere der gesuchten Kollineationen erhilt man, indem man die

1) Stellen die vier ersten Strahlen eine binire Torm dar, so stellen die vier
, deren Hesse'sche KKovariante dar.

letzter
wie sich aus dem folgenden ergibt, auch fir die iibrigen
ge

2) Dasselbe gilt,

Kollineationen

9

'
i
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der ersten oder der zweiten Art mit denen dritter Art
setzt.)

Da Dei den beiden ersten jedes Dreiseit, bei den letzten ein Dreiseit fest
bleibt, so kann man daraus nur solehe Kollineationen erhalten, Dei denen
ein Dreiseit fest bleibt. Dies gibt insofern neue Arten, als man durch
Zusammensetzen der ersten und dritten Art solche Kollineationen erhilt,
die in dem festen Dreiseit, eine Seite fest lassen, die beiden anderen aber ver-

Zusanmmen-

tauschen, — Kollineationen vierter Art — und durch Zusammen-
setzen der zweiten und dritten Ayt solche, die die Seiten des festen Drei-

seits cyklisch vertauschen — Kollineationen fiinfter Art —. Andere
I sich abgebildete Kurven als bei der dritten Art, sind dadurch nicht zu
erhalten, da die beiden ersten Arten jede Kurve in sich iiberfilhren. Eine
Kollineation vierter oder fiinfter Art wird daher, wie die dritter Art, von
allen Kurven des Biischels Je ein Dreiseit und je eine ;"Lquianhm'nl(mis_che
Kurve in sich abbilden, die iibrigen Dreiseite, und die iibrigen ilqulan-)
harmonischen Kurven cyklisch vertauschen. Ein niheres Eingelien auf

diese Kollineationen ist deshalb nicht nitig, wir geben nur ihre bezeiclnenden
Eigenschaften an.

Zur Festlegung einer Kollineation vierter Art wiihle man eines der
Dreiseite und in ihm eine Gerade als fest bleibend aus, und ordne
hierauf einer weiteren Geraden eines zweiten Dreiseits irgend eine Gerade
der' beiden letzten Dreiseite zu. Man erhilt so 4.3.6 = 72 Kollinea-
tionen. Es ist leicht zu zeigen, dass sich thatsichlich jede so Dbestimmte
Kollineation in eine der ersten und eine der dritten Ayt zerlegen lésst,
und somit giebt es 72 Kollineationen vierter Art. Jedes Drei-
seit geht durch 18 von ihnen in sich iiber. Ebenso einfach ist ein-
zusehen, dass die Wiederholung (zweite Potenz) einer solchen Kollineation
eine solche der dritten Art und ihre dritte Potenz eine solche der ersten
Art ergibt; aus beidem folgt, dass sie selbst die Periode sechs besitzt.

Zur Festlegung einer Kollineation fiinfter Art wiille man ein festes
Dreiseit aus und in ihm eine der beiden méglichen eyklischen Vertausch-
ungen, und ausserdem ordne man einer Seite eines zweiten Dreiseits irgend
eine Seite eines der beiden tibrigen Dreiseite zu,
verschiedene Weisen mdglich, und da man, wie |
gekehrt jede so gewonnene Kollineation
Art zerlegen kamn, so erhilt man 48 Ko]

T oA L

Dies ist auf 4. 2.6 — 48
eicht zu zeigen, auch um-
in eine der zweiten und dritten
lineationen der fiinften Art.

B it : q n
') Man kann die folgenden Sitze auch aus dem Schema ableiten, das ma

i : :o ihnen
endepunktsgeraden nebeneinander schreibt und die 1111: ;
% : i o setzt,
, zweiter oder dritter Art entsprechenden darunter ]‘:e
e Folgen dieser Kollineationen lejcht, bilden und ebenso

eses formale Verfahpen die Griinde fir das
lineationen weniger klar,

erhiilt, indem man die 12 W
in einer Kollineation erster
Daraus kann man dann di

deren Quadrate y. S.w. Doch legt di
Verhalten der Ko
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Jedes Dreiseit geht durch 12 von ihnen in sich iiber. Sie be-
sitzen die Periode drei.

Mit den Kollineationen der dritten, vierten und fiinften Art haben
wir alle, die ein einziges Dreiseit festlassen. Demn zar Bestimmung
solcher kann man von den vier Dreiseiten eines auswahlen und auf sechs
Weisen sich selbst zuordnen und ausserdem eine Seite eines zweiten einer
der sechs Seiten der beiden letzten. Iis ist dies anf 4.6.6 = 144
Arten moglich, also sind durch die 24 + 72 + 48 = 144 angegebenen alle
erschipft. ‘

Wir Laben die Kollineationen dritter Art mit denen der ersten und
\rt zusammengesetzt, aber noch nicht mit denen der dritten Art.
sweier solcher perspektiven Kollineationen von der
lLerauskommen, so miissen sich die vier Dreiseite
Man wiihle dazun als Kollineationsaxen zwei
Wendepunktsgeraden, die verschiedenen Dreiseiten angehoren; sie treffen
gich dann in einem Wendepunkt, der in der Iolge der beiden perspek-
tiven Kollineationen fest bleibt. Die vier Wendepunktsgeraden dieses
Wendepunktes gehen dann jedesmal in der Weise projektiv in sich selbst
lass eine fest bleibt, wiilrend sich die drei andern cyklisch ver-
man kann daher die beiden Iollineationen stets so auswiihlen,
ein paarweises Vertauschen dieser vier Geraden bewirkt,
Wendepunktes eine involutorische Projektivitit

zZweiten !
Soll bei der Folge
Periode drei etwas neues
paarweise vertauschen.

iiber,
tauschen;
dass ihre Folge
also im Strahlenbiischel des
erzeugt.

Kine derart durch Zusammensetzen zweier Kollineationen dritter Art
lineation ordnet die vier Dreiseite zu zwei Paaren und ver-

gewonnene Kol
Es ist-die sechste Art.

tauscht die beiden eines jeden Paares.
Die bezeichnenden Tigenschaften dieser Kollineationen sind aus ihrer
sofort zu entnehmen. Zu dem festbleibenden Wendepunkt
yende Gerade die Verbindungsgerade der Centren
der Dbeiden erzeugenden Kollineationen, also die harmonische Polare des
Wendepunktes. Auf ihr bleiben wieder zwei durch die involutorische Ver-
tauschung von vier Dreiseitsecken bestimmte Punkte fest, die sicher keine
Wendepunkte sind. da eine harmonische Polare keine solche enthilt. Daraus
folgt, dass ausser den beiden durch den festen Wendepunkt gehenden
Geradenpaaren sich keine zwei Wendepunktsgeraden beim Vertauschen
der Dreiseite mitvertauschen konnen, denn sonst bliebe ihr Schnittpunkt,
der Wendepunkt ist, fest. Damit ist die Art der Zuordnung der Seiten
bei der Vertauschung sweier Dreiseite genau angegeben. — Wiederholt
hren nur die durch den festen Wende-

lie Kollineation, so ke
| zuriick, die anderen Seiten eines Dreiseits

Krzeugung
kommt noch als festbleil

man dann <
punkt gehenden Geraden in sicl
verfauschen sich.  Dies liefert die Sitze:

DES
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e) Die Wiederholung einer

: Kollineation der sechsten Art
liefert eine Kollineation der

ersten Art.

f) Die Kollineationey der sechsten Art haben die Periode
vier.

Zu ihrer Festlegung

ordne man zuerst éin Dreiseit einem der drei
anderen kollinear zu,

was auf drei mal sechs Arten mdglich ist, und hierauf
eine Seite deg zweiten irgend einer Seite des ersten (drei Arten) also
erhilt man 3.6 .3 _ 54 Kollineationen. Die Bestimmung zweier er-
zeugenden Kollineationen dritter Art fiir jede so festgelegte Kollineation
ergibt sich aus den angegebenen Eigenschaften.

Fihrt man zwei beliebige Kollineationen sechster At hinter einander
aus, 50 erhilt man zwei Mal eipe Vertauschung der vier Dreiseite Zu zwel
Paaren, also wieder eine solche Vertauschung, oder eine Zuriickfiihrung
Jedes Dreiecks in sich. Daraus folgt, dass die 18 Kollineationen der Gruppe,
die jedes Dreiseit in sich abbildet, zusammen mit den 54 Kollineationen der
sechsten Art wieder eine Gruppe bilden, denn zwei von diesen 72 Kolli-
eationen setzen sich stets wieder zu einer solchen zusammen,

Hieraus folgt der Satz:

g) Die Kollineationen erster, zweiter und sechster Ayt
bilden zusammen eine invariante Untergruppe von 72 Kolli-
neationen, in der die 18 Kollineationen erster und zweiter
Art wieder als invariante Untergruppe enthalten ist.

Um die Kurven zu bestimmen, die durel eine Kollineation sechster
Art in sich abgebildet werden, hat man im festen W endepunkte die
Doppelstrahlen der Involution aufzusuchen, die die vier Wendepunktsgeraden
Paarweise vertauscht. Da fiiv die vier Geraden drei Anordnungen zu zwei
Paaren moglich sind, so giebt es drei Involutionen, die drei P
strahlen liefern, und zwar bekanntlich 80, dass jedes die
anderen harmonisch liegt.

aare von Doppel-
ser Paare zu jedem

Diese sechs Doppelstrahlen sind Tangenten von sechs ausgezeichneten
Kurven, und da sich die Konstruktion auf jeden anderen Grundpunkt des
Biischels, d. h. Wendepunkt projektiv iibertrigt, so kénnen die Kollineationen,
die einen anderen Wendepunkt fest lassen, auch keine andeyen festen Kurven
liefern, als die durch den ersten Wendepunkt getundenen.  Diese sechs
Kurven heissen harmonische Kurven dritter Ordnung, die in drei
Paare zerfallen, B jeder Kollineation sechster At bleipt ein Paar fest,
80 dass von den 54 Kollineationen auf jed
€inzelne Kurve 18 fallen,

h) Jede der
Neationen dep
Mit

¢s Paar, also auch auf jede
die sie fest lassen. D). 1.-

sechs harmonischep Kurven bleibt hej 18 Kolli-
sechsten Art fest.

den sechs Arten vop Kol

lineationen haben wir, wenn wir die
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Identitiit nocl_l hinzufiigen, simtliche verlangten Kollineationen erschopft
Tn der That ist 1 -4 9 + 8 -+ 24 + 72 4 48 + 54 = 216. '

Wir fassen die Ergebnisse der bisherigen Betrachtungen zusammen:

i) Von den 216 Kollineationen, die den syzygetischen Bﬁ:chei
in sich iberfihren, bilden 18 jede Kurve des Biischels inASich
ab. 386 weitere bilden je eine in ein Dreiseit zerfallende Kurve
und eine dquianharmonische Kurve in sieh ab und vertauschen
si?mtliche iibrigen Kurven cyklisch zu je dreien. 5% Kollineationen
bilden je ein Paar harmonischer Kurven in sich ab und ver-

tauschen alle iibrigen Kurven paarweise.

]_mne ausgezeichnete J“xurve :kann nur in eine gleichartige kollinear
abgebildet werden. Qoll eine nicht ausgezeichnete in eine andere Kurve
kolh?lear abgemlde'r \\'cfrdun, <o kann dies auf 18 Arten geschehen, da 18 Kolli-
neationen die zweite in sich iiherfilhven. Also kann sie durch simtliche

. o TR . . . 216
916 Kollineationen des Biischels nur 1 —e— = 12 Kurven iibergefiihrt

Also:
eationen kann ein Dreiseit und ebenso
nur in vier Kurven des Biischels
s der vier Dreiseite und eine
der vier ;'iquiunhurmonischen Kurven; ebenso eine harmonische
Kurve nur in sechs, namlich in eine der sechs harmonischen
Kurven. Dagegen wird cine nicht ausgezeichnete Kurve in 12

Kurven des Biischels kollinear abgebildet.

werden, sie selbst eingerechnet.
k) Durch die 216 Kollin
eine z‘iquumhurmonische Kurve

abgebildet werden, niamlich in eine

vIi. Fortsetzung: Unterscheidungen nach der Reellitat.
Wir miissen nun noch auf die Reellitit der betrachteten Gebilde ein-
Zwei von den vier Wendepunktsdreiseiten haben, als Kurven
dritter Ordnung aufgefasst, reelle Polarsysteme (Gleichungen mit reellen
len anderen sind einander konjugirt imaginir. Von
Irei reelle Seiten, von dem anderen
Qeite und die Gegenecke reell, die beiden anderen Seiten,
| ihre Gegenecken, konjugirt imagindr sind. Daher sind von den
pur drei reell, nimlich die Schnittpunkte der drei
or reellen Seite des zweiten Dreiseits. Die Bestimmung
Staudt'scher Methode durch Schnitt
iseits mit der Strahleninvolution, die
Und in analoger

gelen.

Koefficienten), die beic

iden ersteren hat aber nur eines ¢

den be

ist eine wiihrend
wie aucl
neun Wendepunkten
Seiten des ersten mit d
s imaginiren erfolet nach v.
llen Seiten des ersten Dre
des zweiten Dreiseits festlegt.
n Wendepunktsgeraden bestimmt.

1 Kurven die reellen zu finden, geht man

llen Wendepunkte aus. Durch ihn

der secl
der drei ree
Jdie imaginiren Seiten
Weise werden die imaginire

Um von den ausgezeichnete

yon Strahlenbiischel eines der drei ree

e e —
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gehen zwei reelle ung zwel konjugirt imaginiire Wendepunktsgeraden.
Die dquianharmonischen Kurven haben zu Tangenten die Strahlen, die nach
den Gegenecken diesey vier Geraden gehen. Zwei dieser Kcken sind reell,
die beiden anderen konjugirt Imaginir. Daraus folgt :

a) Von den vier dquianh

armonischen Kurven sind zwei reell
die Deiden anderen ]

Konjugirt imaginir,

Die harmonischen Kurven haben 2y Tangenten die Doppelstrahlen
der Involutionen, in denen die vier im Wendepunkt zusmmm:ntruﬁiﬂultfll
W endepunktsgeraden einander paarweise zugeordnet sind.  Ordnet man die
Strallen des reellen Paares einander zy und ebenso die  des konjugirt
imaginiiren Paares, so erhilt man reelle Doppelstrahlen, in jedem anderen
Falle Konjugirt imaginiire. Daraus folgt:

’

b) Von den sechs harmonischen Kurvep

sind zwei reell, die
anderen imaginir,

Um zu erkennen, in welcher Weise eine Kwve des Biischels in sjcly
oder in eine andre Kurve des Biischels abgebildet wird, bestimmen wir gje-
Jenigen Kollineationen, die eine reelle Kurye wieder in eine reelle i'l»bgrfiihren.
Zur Festlegung einer reellen Kollineation kann man recllen Elementen
hur reelle zuordnen, d.h. man muss dje vier reellen Wendepunktseeraden
sich selbst zuordnen. Dies kamn, da jedem der viep Dreiseite wieder ein
solches entspricht, nur geschehen, wenn das erste Dreiseit sich selbst ent-
Spricht und das zweite ebenfalls, doch so, dass die reelle Gerade an der
Stelle bleibt. Man kamn daher vom zweiten Dreiseit entweder eine Seite
festlassen und die beiden andern vertauschen, und vom ersten Dreiseit
irgend cine Seite einer anderen zuordnen, und erhiilt o drei Kollineationen
erster Art, ndmlich die dre perspektiven Ko]lmmltimwn, deren  Centren
die drei reellen Wendepunkte sind; oder aber man lisst jede Seite des
Zweiten Dreiseits sicl selbst  entsprechen und kann damn eipe Seite des
ersten Dreiseits irgend einer der drej Seiten zuordnen und erhilt so die
Tdentitsit und zwei cyklische Kollilwa.timwn, die als Folgen je zweier der
Vorigen zy érzeugen sind, also Kollineationen zweiter Art. D, ], -

¢) Von allen Kolline
in sich abbilden, is
ausser dey Identit

ationen, die dep Syzygetischen Biisehel
t eine Gruppe von sechs reell, nimlich
! 4t die perspektiven Kollineationen mit je
Clnem der pej reellen Wendepunkte a]g Centrum und ihrer
ll&rmonischeu Polare g Axe, und die beiden aus diesen zu
frzeugendey cyklischen Kollineationey von der Periode drei.
Daraug folgt
) Jedes Syzygeti
Urch sechg reell
Da jedes v

sche Biischel lisst sic
e Kollmeationen abbilden,
on den beiden ersten Dreiseiten an der

. . ‘e
bin jedes andere

Stelle bleibt, s0
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sind (S. 15u. 16 a) u. ¢)) reelle Kollineationen nur unter denen zu suchen,
die jede Kurve des Biischels in sich iiberfiihren.

Is ist aber auch moglich, dass eine reelle Kurve in einer imaginéren
Kollineation ein reelles Bild hat, wenn sie ndmlich in der konjugirt ima-
giniren Kollineation dieselbe Kurve (in anderer Zuordnung der Punkte) zum
Bilde hat.

Man braucht hierbei nur den FFall zu beriicksichtigen, dass ein reeller
Wendepunkt an der Stelle bleibt.  Denn wiirde er in einen anderen ab-
gebildet, so wende man eiie Kollineation erster oder zweiter Art an, die
ilm wieder zuriickbringt: damm wird die Folge der Deiden Kollineationen
jede Kurve in dieselbe abbilden, wie die erste Kollineation allein, aber den
reellen Wendepunkt festhalten.

Nun haben wir nur fiir eine Kollineation der dritten und eine der
sechsten Art zu untersuchen, welche reelle Kurven sie bei Festhalten eines
reellen Wendepunktes wieder in reelle Kurven abbildet.

Die Kollineationen dritter Art fiilhrt den Strahlenbiischel des Wende-
punktes so in sich iiber, dass eine durch ihn hindu}‘chg‘ehende Wendepunkts-
oerade fest Dleibt und die drei anderen sich cyklisch vertauschen, wihrend
é‘en:m so wie diese Geraden sich die Strahlen nach dereu Gegenecken zu-
ordnen. Man kann dabei entweder die beiden reellen (J‘er_aden.und .eine
der imaginiiven in einen Cyklus von dreien zmol'(_lnen, oder die beiden ima-
oiniiren und einen reellen. Die vierte Gerade wird dann von selbst ])op]")el-
‘ Da aber eine solche cyklische Projektivitit lauter l’Q(iHB .DFEIBI’—
jesitzt, falls sie eine einzige (nicht zusammenfallende) besitzt, so
sind bei beiden Anordnungen {iberhaupt keine 1ieellen Gruppen Vorl‘landep_
also hochstens veell entsprechende Paare vorhanden sein, die
zu einer Drei erginzt werden, und zwar
aare ebenfalls eine reelle Projektivitit
der That zwei solche reelle Paare

strahl.
eruppen |

s kinnen
durch einen imaginiren Strahl 7
hilchstens zwel, da drei reelle 1

i viden Fiillen sind in
hestimmen. In beiden Fiillen s I .
im ersten Fall die zwei recllen Wendepunktsgeraden und die

vorhanden: : € unkt :
i im zweiten Fall die eine Wendepunkts-

‘ ach iliren Gegenecken,
Strahlen nach ihren 2 A : i Bt
verade als Doppelstrahl und der Strahl nach ilwer Gegenecke als zweiter
gerade al

J)H])]lt:l.\‘ll'zlm. Da die Strahlen nach den G'(‘j;_;'(;l?.('tk():ll ’J.‘ang'f:nt?ndx‘*o‘l? ii_qin?}-

harmonischen Kurven sind, so hat man mit Riicksicht dznauf,_ ass H,Cl die

ationen vierter und fiinfter Art nur aus denen d(‘l: dritten Art und

jede Kurve festlassen, zusammensetzen, den Satz:

die Kollineationen dritter, vierter und fiinfter
e in eine ebenfalls reelle Kurve ab-

IKolline
solchen, die |
¢) Durch

Art kann keine reelle Kurv ’ ree . -
7 mit Ausnahme der beiden Dreiseite mit reellen
Polarsystemel und ebenso der beiden reellen dquianharmonischen
olarsys ens( :
Kurven: von peiderlei Kurven kann entw eder die eine reelle in
A 3

die andere

oebildet werden,

oder in sich selbst iibergehen.

i e s TR ISS
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Anders verhiilt es sich mit den Kollineationen der sechsten Art.
Lésst eine solche einen reellen Wendepunkt fest, so vertauscht sie die
durch ihn gehenden vier Wendepunktsgeraden paarweise. Die dadurch
entstehende Strahleninvolution ist veell und hat re

elle Doppelstrahlen, wenn
m ihr die Strahlen des r

eellen Paares einander zugeordnet sind und ebenso
die des imaginiren Paares. Die beiden anderen Zuordnungen liefern zwel
imaginire Involutionen. Diese haben beide in den Doppelstrahlen der reellen
Involution ein Paar zugeordneter Strahlen. Ausserdem konnen sie kein
reelles Paar besitzen, da sonst die ganze Involution reell wire. Wit
kommen so zu dem Ergebnis:

f) Die Kollineationen sechster Art, die jede der beiden
reellen harmonisehen Kurven in sich abbilden, vertauschen alle
andere reelle Kurven paarweise.

Die iibrigen Kollineationen der sechsten Art vertauschen die
beiden reellen harmonischen Kurven, fiithren aber sonst jede
reelle Kurve in eine imaginiire iber.

Da alle Kollineationen sechster Art imagindr sind, so kann die Ab-
bildung einer reellen in eine reelle Kurve nur so erfolgen, dass cinem
reellen Punktepaar der einen Kurve i. a. cin konjugirt im

agindres der anderen
entspricht und umgekehrt.

VIH. Die Vervollstindigung der Mébius’schen Einteilung.

Wollte man an dem Grundsatz festhalten, alle di
gestalten als Gattungen zu unterscheiden, die nicht koll
abgebildet werden kinnen, so miissten alle die unendlich vielen in einem
syzygetischen Biischel enthaltenen Kuryen zu besonderen Gattungen Anlass
geben.  Allerdings lisst sich ausser den beiden harmonischen Kurven zu
jeder dieser Kurven eine andere angeben, in die sie durch eine imagindre
Kollineation libergeht. Zwei solche Kurven wirden also in einem gewissen
Sinne als gleichartig zu gelten haben, niimlich in demselben Sinne, in dem
die Kurven von der vierten Klasse mit Selbstschnitt und die mit isolirtem
Doppelpunkt als gleichartig hetrachtet werden konnten, Da wir uns aber
dort zu einer Unterscheidung beider entschlossen haben, so miissen wir es
hier auch thun. Wir hitten so unendlich viele Gattungen zu unter-
scheiden, die allerdings vollig bestimmt wéiren; demn da jeder syzygetische
Biischel sich in Jjeden andern reell-kollinear abbilden liisst, so braucht man
allen Betrachtungen nur einen einzigen solchen Biischel zu Grunde zu legen
und ist dann sicher, dass jede Kurve dritter Ordnung sich in eine und nur
eine Kurve dieses Biischels durch reelle Kollineation abbilden lisst.

M&bius hielt es nun, wie schon erwiilnt, fiir zweckmiissig, von diesen
unendlich vielen Gattungen gewisse zn Haupteruppen zusammenzufassen. Die

gjenigen Kurven-
inear in einander
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in allen friiheren Einteilungen enthaltene Unterscheidung zwischen ein- und
zweiteiligen Kurven hatte sich ihm schon aus seinen Untersuchungen der reinen
Lagenbeziehungen ergeben (s. S. 4 oben), und es fragte sich ihm nur noch,
ob es nicht noch weitere ebenso berechtigte Zusammenfassungen gibe; und
er setzt zum Entscheid dieser Frage fest: ,dass je zwel Linien zu
verschiedenen Gattungen gerechnet werden, wenn sich, ohne
erst eine Messung vorzunehmen, erkennen lisst, dass sie ein-
ander nicht kollinear sind. Sind nun in den drei reellen Wende-
punkten die Tangenten gezogen, s0 liisst sich eine ausgezeichnete Kurve
sofort angeben, die sich sicher von jeder ihr nicht kollinearen unterscheiden
lisst, namlich diejenige, bei der jene drei reellen Wendepunktstangenten in
einem Punkte zusammentreffen. Unterwirft man nun eine Kurve dritter
stetigen Anderung etwa so, dass unter Festhaltung der drei
Kkte die eine Wendepunktstangente sich dem Schnittpunkt
der beiden anderen nihert, dann durch ibn hindurch geht und sich hierauf
auf der anderen Seite wieder entfernt, so werden sich auch die beiderseits
Jiewenden Kurven sofort daran unterscheiden lassen, dass die eine in den
den drei Wendepunk tstangenten und der zugehdorigen Wendepunkts-
oeraden gebildeten Dreiecken, die andere in den Vierecken verliuft. Auf
diese \\"e\isu spaltet Mabius alle einteilige Kurven vom Geschlecht eins
in zweierlei Gattungen, die durch jene ausgezeichuete, die als Grenz-
kurve auftritt, getrennt sind, sO dass mit Zurechnung der Grenzkurve

ans der einen Gattung drei werden.
Nun lisst sich aber die Mobius'sche Grenzkurve, bei der die
Tangenten dreier in einer Geraden liegenden chdepunktej in einem Punkte
susammentreffen, in unsere _ausgezeichnete Kurven® cinreihen.  Wihlt
Jlich einen dieser Wendepunkte als Centrum und seine harmonische
Kollineation erster Art), so ent-

Axe einer Perspektivitit (
die Dbeiden anderen Wendepunkte; also entsprechen
und treffen sich somit auf der Axe. Gehen also

so liegt dieser auf den harmonischen
drei Wendepunkte und ist comit im Wendepunktsdreiseit die
ten der drei Wendepunkte (vgl. S. 12 unten). Wihlt man
n Kollineationen (dritter Art) aus, die diese
Wendepunktsgerade zur Axe und die Gegel_leckevzum CGlltl‘_lll.]vl hat, so
lisst sie ausser dem Wendepunktsdreiseit eine Kurve des» Biischels an
der Stelle, niimlich diejenige, Tangente von einem festen Wende-
kt mnach dem Centrum geht, also gerade unserc Mibius’sche Grenz-
dass die bei dieser Kollineation festbleibende Kurve

Ordnung einer
reellen Wendepun

yvon «(

man nin
Polare zur
sprechen sich in ihr
el auch ihre Tangenten,

die drei Tangenten durch einen Punkt,

Polaren der
Gecenecke der Gerac
nun eine der heiden perspektive

derel

pun
kurve: wir sahen aber,
111i:l]lflill‘llln}lir&(t he ist.
KKollineation fest bleibt, so
Kollineationsaxe oelegenen

Und umgekehrt wenn eine Kurve 'bei einer
miissen auch die Tangenten der drei
Vendepunkte fest bleiben und somit

cine il
solchen
auf der




nach dem Centrum gehen.  Damit finden wir, dass bei jeder dguianharmo-
nischen Kurve die Tangenten der drej auf einer solchen Kollineationsaxe
liegenden Wendepunkte im Centrum zusammentreffen; und da, wie wir sahen,
bei allen Kollineationen drittey Art, deren Axen demselben Dreiseit angehoren,
auch dieselbe Kurve festbleibt, kommt es in Jeder dquianharmonischen Kurve
dreimal vor, dass die Tangenten dreier in einer Geraden gelegenen Wende-
punkte in einem Punkte zusammentreffen. Bei Mo
der drei reellen Wendepunkte, d. h. diejenige,
einzigen reellen Seite angehort. D.h.: Die Mobius'sehe Grenzkurve
Ist diejenige dquianharmonische Kurve, die dem Wende punkts-
dreiseit mit einer einzigen reellen Seite zugeordnet ist.

Dass aber die andere reelle
seit mit drei reellen Seiten Zugeol

yius ist nun jene Gerade die
die dem Dreiseit mit einer

dquianharmonische Kurve, die dem Drei-
dnet ist, dieser villig gleichberechtict
ist, kann man ohne weiteres einsehen. In Jjeder Ecke dieses Dreiseits werden
nédmlich die Tangenten dreier auf einer Geraden liegenden Wendepunkte
Zusammentreffen; und wenn auch von diesen drei Tangenten nur die eine
reell, die anderen Dbeiden konjugirt imaginir sind, so lisst sich ihr Zu-
sammentreffen in einem reellen Punkt nach bekannten v. Staudt’schen
Konstruktionen ebenso durch eine Lagenbeziehung reeller lemente aus-
driicken, wie bei der Mé6bius’schen Grenzkurve, Man wird daher mit
gleichem Rechte auch sie als Grenzkurye zwischen zwei nach v, Staudt’schen
Konstruktionen leicht unterscheidbaren Kurvengattungen hetrachten miissen.

Hierdurch entsteht allerdings ein Zweifel, ob ger Mobius’sche Kin-
teilungsgrundsatz'), der sich schon einer Erweiterung bediirftie gezeigt hat,

——

') Hier liegt die Frage nahe, hej welchen Kurven wird durch den Schnitt-
punkt zweier Wendepunktstangenten eine dritte hindurchgehen, dessen Wendepunkt
mit den beiden anderen nicht in einer Geraden liegt. Dass dies thatsiichlich im
Biischel vorkommt, erkennt man mittelst der Kollineation erstey Art, die denjullif-‘.'t"“’
Wendepunkt zum Centrum hat, der mit den beiden ersten in einer Geraden liegt. Aut
der Axe, (. h, der harmonischen Polare des Centrums, treff
der beiden ersten Wendepunkte,
und des mit thm und dem Centrum auf einer Geraden
punkts. Riickt nun der Schnittpunkt der beiden ergte
'l‘angente, so fillt er mit dem
Burch diegen Punk
tangenten gleichwe

en gich dann die Tangenten
und ebenso die 'I‘ange]ne des dritten \\"ClldC])U“]"t-"
gelegenen weiteren Wende-
n Tangenten auf die dritte
chuittpunkt der dritten und vierten Tangente zusammen.
t gingen also vier Wel1(10pmlktst:mgcnten, die mit acht Karven-
rtig sind, und dies widerspricht der

Klassenzahl sechs der Kurve.
In der That ist ein Punkt, i

1 dem jene heiden Tangentenschnittpunkte zu-
sammenriicken, die Feke eines Dreiseits, so dass in ihm sogar sechs \\'('!111(‘[)L11][ff35'
tangenten Zusammentreffen, von denen aber Je drei aus einer einzigen Geraden, nam-
lich einer Seite des Dreiseits, bestehen.

Die in ein Dreiseit zerfallende
mmer mit dquianharmonisc}
M6 hbiug hervm'g

- Rt : > 11 fionen
n Kurven, die ja bei allen unseren Kollineati

” e R ie von
ten gleichzeitig auftreten, haben also mit jenen di
ehobene Eigenschaft gemeir

1.




ii.herlmupt uoch.al[gemeine Geltung haben konne. Gewiss hat
eine im wesem"hchen beizubehaltende Unterscheidung geliefert;
miissen von einer Einteilung verlangen, dass dié Merknmléﬂ der ver
schiedenen Gattungen so Dbestimmt festgelegt werden, dass die Untel-_
scheidung nicht davon beriihrt wird, wenn sich die Kenntnis der Eig -
schaften unserer Kurven auch noch so sehr erweitert. Bt

. '51(5]1(“1‘ 111&11(311“\\'1'1’ von ge\f\'issen Grenzkurven auszugehen, die so
definirt. werden miissen, dass sie dem Mobius'sechen Grundsatz (s. S. 25)
Hierauf mi‘xssen_‘wir die beiderseits der Grenzkuarven Iieoen.dgn
aus ihnen durch stetige Anderung hervorgehenden Kurven als \';n ‘\f'(:l‘—’
s(::hiedener Gattung unterscheiden konnen. Zu diesem Zwecke wird man
eine bestimmte Anderung der Kurven vorschreiben, etwa in der Weise
dass man ein System von Kurven angibt, in dem durch stetige A_n(_herun;
alle moglichen Kurven entstehen konnen; dies that auch Mdbius, da e?'
vinen Biischel von solchen Kurven zu Grunde legt, die drei Wendepunkte
nebst ihren Tangenten gemein haben. Ferner wird es dienlich sein, wenn in
diesem System jede Kurve wirklich vorkommt, und womdaglich keine Kurven,
it den zu unterscheidenden zurechnen. :
wenn wir folgende Grund-

geniigen.

die wir nicl
Alle diese Forderungen werden erfiillt,
fiir die Unterscheidung aufstellen:

a) Als Grenzkurven hetrachten wir solche, die durch eine
erhohte Anzahl von Kollineationen in sich abgebildet werden

kinnen.
b) Als Kurvensystem, in dem jede Grenzkurve Kurven
verschiedener Gattung vol wiahlen wir den

syzygetischen Biischel.
Dass diese Grenzkurven voll allen anderen schon durch die Lage
. sie definirenden Klemente unt

sitze

einander trennt,

erschieden werden konnen, folgt aus der
Und auch

der

frither gegebenen Konstruktion ihrer Wendepunktstangenten.

die Unterscheidung der Grenzkurven derselben Art erfolgt leicht. Iis
auf die beiden dquianhar-

besondere
n schon durch eine Lageneigenschaft von
den wurden, ferner die beiden harmonischen Kurven,
der Wendepunktstangente in dem Biischel des
| von denen iiberdies die eine aus einem

Zug, die andere aus zwei Ziigen besteht. Ausserdem kommen zwel zer-
fallende Kurven VoI, niimlich ein Dreiseit, in dem alle Seiten und
in dem eine Seite und ihre Gegenecke reell sind.
Biischel hat nun den Vorzug, dass er das kolli-
igen Kurve, und zwar jedes nur einmal, enthalt,
leren Gattung zugeziihlten Kurven (wie
vorkommt. Die im

ireten von reellen Iurven als

harmonischen Kurven,die soebe

einander unterschie
die sich durch die Lage
Wendepunktes unterscheiden, umn

[icken und ein zweites,
Der zu Grunde gelegte
Bild einer jeden beliel
¢ keine der einer fiil
{ isoliertem Doppelpunkt)

neare
und dass ferne
bei Mobius die Turve mi

Mobius
aber wir
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Biischel enthaltenen zerfallenden Kurven sind keine Kurven im strengen
Sinne, da sie nur aus Geraden bestehen. Und keinem anderen Biischel von
Kurven dritter Ordnung kommen diese Eigenschaften zu. Es ergibt sich
daher:

¢) Die Mébius’sche Grenzkurve istdurch die Zzweitereelle
dquianharmonische Kurve und durch die Deiden reellen
harmonischen Kurven zu erginzen,

Die Gruppirung der Kurven im Biischel und damit die Zusammen-
fassung von unendlich vielen, unter einander nicht projektiven Kurven zu
bestimmten Gattungen erfolgt jetzt, indem man im Strahlenbiischel eines
Wendepunktes den Strahl als Tangente je einer Kurve des Biischels auf-
fasst und ihn in einem festen Sinne von einer Anfangslage bis zu ihr zuriick-
dreht. Auf diese Weise erhalten wir mit Einrechnung der vier Grenz-
kurven, aber mit Ausschluss der gleichfalls als Grenzen auftretenden beiden
Dreiseite zehn Gattungen, so dass sie zusammen mit den drei Gat-
tungen vom Geschlecht null 13 Gattungen von ebenen Kurven dritter
Ordnung liefern, die wir i der folgenden Tabelle zusammenstellen. In
ibr sind zwei Kurven oder Gebiete, die sich durch eine imaginare Kolli-
neation in einander iiberfithren lassen, mit gleichen Buchstaben oder
rémischen Ziffern bezeichnet und nur durch einen beigesetzten oder weg-
gelassenen Strich unterschieden. In Fig. 2 stellen wir den syzygetischen
Biischel mit seinen ausgezeichneten Kurven dar, indem wir die drei reellen
Wendepunkte in symmetrischer Anordnung auf der unendlich fernen Geraden
withlen.

Von den in der Tabelle enthaltenen Kurven sind Nr. 4, 5, 6 von
Mobius in eine Gattung zusammengefasst (zweiteilige Kwrven). Nr. 7
bilden die etwa als Vierseitskurven zu bezeichnenden einteiligen Kurven,
Nr. 8 ist die Mobius’sche Grenzkurve, Nr. 9 bis 13 sind die als Dreiseits-
kurven zu bezeichnenden einteiligen Kurven,

f
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IX. Die 13 Gattungen der ebenen Kurven dritter Ordnung.

Kurven vom Geschlecht null.
1. & Kurve mit Spitze.
o, )  Kurve mit Selbstschnitt.
3. ' Kurve mit isolirtem Doppelpunkt.

Kurven vom Geschlecht eins.
/A Dreiseit mit einer reellen Seite.

4. T Gebiet zwischen A und 7.

5. M, Zweiteilige harmonische Kurve.

Gebiet zwischen H, und A

Dreiseit mit drei reellen Seiten.

Gebiet zwischen A7 und A.

. A4 Aquianharmonische Kurve.
(Mobius™ Grenzkurve).

9. JIT Gebiet zwischen 4 und H,.

10. H, Einteilige harmonische Kurve.

11. 11’ Gebiet zwischen Hy und 4.

12. A’ Kquianharmonische Kurve
(imagindr-kollineares Bild der Mibius’schen

Grenzkurve).
13. II' Gebiet zwischen A’ und A.
A Dreiseit mit einer reellen Seite.

Sl

glichkeit der Weiterfiihrung der Einteilung.
oegebene  10-Teilung der Kurven dritter Ordnung
Sie kann ohne vollige

X. Uper die MO

Die im vorigen
vom Geschlecht eins ist durchaus abgeschlossen.
Anderung des Teilungsgrundes weder eingeschréinkt noch erweitert werden.
Und die hinzutretende Kinteilung der Knrven vom Geschlecht null in drei
Gattungen ordnet sich demselben Teilungsgrund eindeutig unter, denn es
oibt von diesen Kurven bei zu Grundleeung der Anzahl von Kollineationen,

die eine Kurve in sich abbilden, zwei Gattungen (Kurven von der Klasse

drei und von der Klasse vier), von denen die eine (vierte Klasse) aus
Griinden der Reellitit in zweierlei Gattungen zu spalten ist.

Und doch ist es nicht unmdglich durch Verlassen des Teilungsgrundes
nvengattungen, die oben als Gebiete von Karven zusammen-
wieder in Teilgebiete zu zerlegen. Das friiher gegebene Bei-
der Teilung bei Beriicksichtigung des unendlich
or Weise eine solche Weiterfiihrung
Man miisste die Teilung so einrichten,

diejenigen K
vefasst sind,
Q]riv] der Weiterfilhrung
gibt einen Anhalt, in welcl

ernen
er zu stande kommen kann.

anch hi

s




dass sie nach bestimmtem Gesety beliebig ins
konnte, so dass ein ganzes System v
denkbare Einteilung eine best;

Nimmt man ein apf gleichem Grundsaty aufgebautes System der
Einteilungen nacl, dem Verhalten der Kurve im unendlich Fernen hin-
2U, 80 hat man zwei einander durchdringende Systeme, und die Frage, wo-
hin eine gegehene Kurve gehort, erhilt folgende scharfe Fassung, die zu-
gleich  ejne Anweisung fiir spitere Einteilungen enthiillt: Sind
ZWei verschiedenartige, d. h. nicht kollineare Kurven dritter Ordnung anf
Irgend eine sie villig bestimmende Weise gegeben, und soll der Grad
ihrer Verschiedenartigkeit beurteilt werden, so ist zu unter-
suchen, bis zu welcher Stelle des Systems aller denkbaren Einteilungen
man die projektive Einteilung und die Einteilung gegeniiber der unendlich
Fernen fortzusetzen hat, damit die beiden Kurven gerade ebe
derselben Gattung zuzurechnen seien.

Unendliche fortgefiihrt werden
on Teilungen entstiinde, in dem jede
mmte Stelle zugewiesen bekiime,

0 nicht mehy

d, '
' 55 ¥
- e
W B, B, b,
Fig. 1.

XI. Erklirung der Figuren.
Die erste Figur stellt die neun Wendepunkte einer
Ordnung wnd ihre gegenseitige Lage dar. Sipq diese neup
Wi,...W, bezeichnet und nach At der 1,

i dlemente
angeschrieben, so liegen bei geeigneter .l,iezeiclmung

Kurve drittey
Punkte durch
einer l)etv.rmimmt.c')
auf eipep Geraden :

punktxg(;rml
eitet und hemusgogu

) Das Schema der 9 Wendepunkte
Clebsch, Vorlesungen iiber Geometrie
mann, Bd. I, 8, 507 (1876).

und 12 Wende 3 :
Wende en findet sich bei
, bearl

ben von Linde-

e




a) Die drei Wendepunkte einer jeden Horizontalreihe,
h) die einer jeden Vertikalreihe,

¢) die der drei nach rechts fallenden Diagonalen,

q) die der drei nach links fallenden Diagonalen.

Die in jeder dieser vier Arten enthaltenen drei Geraden bilden ein
Wendepunktsdreiseit ; sie seien mit @, @y, @si... dy, dyy dy bezeichnet. 'Die
19 Fcken dieser vier Dreiseite seien dann in entsprechender Bezeichnung
Ay, Ay Ay oDy, Doy Dy, danm liegen auf der harmonischen POIal‘eE
eines jeden Wendepunktes je vier dieser Ecken, und zwar bilden sie mit
diesen neun Geraden, die entsprechend mit /Z,, ... h, bezeichnet seien, ein
ou dem vorigen gleichartiges Schema. Die beiden einander dual ent-
sprechenden Schemen sind folgende:

Cy Co C3 ¢, Uy U4
: AN NN N
w, W, Wa— 0, hy hy hy -~ B,
W, W, W — by T hy ke, hg- - B.
Z ,l ] B) 0 2 4 5 6 2
:]’ nw. Wy W, — b, 51 //l7 he hy-— B
o /| | | 2 /] : I ‘
dy a, a, ay D, A, 4, 4,

bensoviel Punkte dieser beiden Schemen sind

Die 9 4+ 12 Geraden und e
Die Figur entsteht in der folgenden Weise:

alle in der Figur 1 dargestellt.

Vom einen Wendepunk tsdreiseit werden drei reelle Seiten «, @y, @,
von einem zweiten eine reelle Seite &, beliebig (doch so, dass keine
Geraden durch einen Punkt ochen) angenommen. Die drei
len die vierte in den drei einzigen reellen Wende-
und einander in den Ecken A, A,, Az des ersten
Der Pol der Geraden b, zu diesem Dreiseit ist die
Gegenccke By der Geraden &, in dem zweiten Wendepunktsdreiseits,
konjugirt imagindre Ecken B,, B, auf der Geraden b,
die auf dieser Geraden durch die
3, ausgesclmitten

und
drei der vier
ersten Geraden schuei
punkten 17, w,, W,
Wendepunktsdreiseits.

wiihrend dessen
die Involution bhestimmt sind,
vollstindigen Vierecks A A4, A,
aare dieser Involution sind auf der Geraden &,
Punkte angegeben, wihrend die beiden
imaginiren Doppelpunkte By, B, in v. SQtaudt’scher Weise durch Bei-
auseinander gehalten werden.  Projicirt man diese
erhilt man eine Qtrahleninvolution, deren Doppel-
und &, des zweiten Dreiseits sind.

durch
Gegenseiten  des
wird. Die entsprechenden I’
durch gleichartige Markirung der

cetzen einer Richtung
Involution aus £, S0
clemente die Seiten b

Diese Strahleninvolution wird Lierauf mit den drei Geraden a,, aq, @,
ten und erzeugt auf imen je eine Punktinvolution, deren zugeordnete
ler gleichartigen Markirung zu erkennensind, und deren Doppel-

dic seehs noch fehlenden paarweise konjugirten Wendepunkte sind.

gt‘r‘l']lllit
Paarcwiederand

punkte
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Von jedem der drei reellen Wendepunkte
zZwel Punktinvolutione11, deren Triiger nicht dur
fiir die drei markirten Punktepaare leicht folgt;
punkt gemeinschaftliclh eine Strahleninvolution ]
zwei konjugirt imaginiire, aber Verschieden(f :
punktsgeraden sind. Damit sind auch die sechs Seite
vierten Dreiseits bestimmt.

aus gesehen decken sich die
ch ihn hindurchgehen, wie
sie rufen so in dem Wende-
1ervor, deren Doppelstrahlen
n Dreiseiten angehiorige Wende-
N des dritten und

Von den nemn harmonischen Polaren der Wendepunkte sind drei,
B hio, by reell, die ndmlich die reelle Ec.ke B, des ZWweiten Dr.els_eits Wit
den drei reellen Ecken des ersten verbm@nl A.uf diesen drei Geraden
liegen aber auch die sechs paarweise konjugirt Imagmiren Kcken dep
beiden iibrigen Dreiseite. So liegen auf der GEL‘&E{QH /.',’ ausser den Ecken
4y, By auch die Ecken Cyy Dy \ngel C, der bchnwt_der Gmaden“ cy
und c; ist, und ebenso D, der Schnitt von d‘_,. und .d;i : in der ’J‘ha_t las.s’r,
sich beweisen, dass die heiden Strahleninvolutionen in Wy wnd 5, die
¢9 dy und ¢y, dy zu imaginiiren Dopp_elstmhlgl-) haben, die Gem.do
und derselben Punktinvolution schneiden. Diese hat dann dje
und D, zu Doppelelementen.

fy in einer
Puankte ¢,

Es fehlen nur noch die den sechs imaginiiren Wende
horigen harmonischen Polaren.  Sie \\;fer.den (?rhalten,
Ecken 4,, A4, A, des ersten .I_)l-’uselts die be
B,, B, des zweiten Dreiseits projicirt, also
derjenigen Strahleninvolution, die aus A
Punktinvolution projiciren.

punkten zuge-
indem man ays den
iden konjugirten Ecken
als imaginiire Doppelstrahlen
1 Ay, A, die anf by bezeichnete

Die Geraden 4,,...%, konnen auch als
Spitzen einer Kurve dritter Klasse aufg
ganze Kigur sich selbst dual ist.

die Tangenten in dey
efasst werden, wie denp die

Die zweite i gur stellt den syzyeetischen Biischel
dritter Ordnung dar, also denjenigen Biischel,. dessen neup (3p
jede Kurve des Biischels die Wendepunkt(‘: sind,
sind die drei reellen Wendepunkte des Biischels auf die unendlich  feype
Gerade gelegt, und zwar in rvgelméissiger_Ano.rdmmg, S0 dass dag reelle
Wendepunktsdreiseit gleichseitig, und somit die reelle Ecke deg ZWeiten
Dreiseits die Mitte des ersten wird.

Da die ganze Ebene durch die »Grenzkuryen«
wird, geniigt es, diese Kurven llerausmlgreif(m,
erwihnten Dreiseiten nur dje beiden reellen h:

beiden
armonischen ypq die  Dbeiden
reellen dquianharmonischen Kurven anzugeben,

Um den Verlauf der Kurye
man diejenigen Kegelschnitte konstr

von Kurvep
undpunkte fijp
Zur besseren Ubersicht

in Gebjete zerlegt
also aussey den

- moglichst

- | genau zy »o
uiren, die ge

ichnen, kann
chs Zusammenf

allende Schnitt-
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punkte mit der Kwve haben?). Die Beriilnungspunkte der Kurven mit
diesen Kegelschnitten sind die Scheitel, sie liegen auf den harmonischen
Polaren der Wendepunkte.  Das Aussehen der Kurven in der Nihe eines
Sepeitels wird wesentlich  davon abhingen, ob dieser Kegelschnitt eine
Ellipse, Hyperbel oder eine Parabel ist. Da in der stetigen Aufeinander-
folge der Kuiven im BiisclLel die Parabel die Grenze zwischen Ellipse und
Hyperbel bildet, so suche man unter diesen Scheitelkurven die Parabeln
heraus. Lisst man den Scheitel anf der Geraden wandern, die eine Ecke des
reellen Dreiseits mit der reellen Kcke des zweiten Dreiseits verbindet, so
bestimmen sich die Scheitel mit parabolischen Scheitelkurven aus einer
Gleichung sechsten Grades.  Drei Wurzeln dieser Gleichung ergeben sich
aus dem Satze, dass ein in sechs susammenfallenden Punkten schneidender
Kegelschnitt einer dquianharmonischen Kurve eine (durch den Beriihrungs-
punkt beider Kuven bestimmte) Seite des zugehorigen Dreiseits berithrt.
Danach gehen solche P arabeln durch die drei Scheitel der dquian-
parmonischen Kuve 4, also durch den reellen und die beiden konjugirt
Es Dleibt somit noch eine Gleichung dritten Grades, und diese

imagindren.
rschiedenen Kurven gehorige parabolische

bestimmt drei weitere zu drel ve
Scheitel. von denen aber nur einer reell ist, der einem Oval?) angehort.
Dieses ist auf der Zeichnung fein punktirt angegeben.

Wandert jetzt der Scheitel auf jener Geraden aus dem Unendlichen
der Feke des reellen Dreiseits, so hat er auf diesem ganzen Stiick,
er von ausgezeichneten Kurven nur H, trifft, ausschliesslich
hyperbolische Scheitelkurven.  Auch beim Uberschreiten jener Ecke ins
Inmere des Dreiseits bleibt anfangs der Kegelschnitt hyperbolisch, dann
aber geht er iiber den zuletzt erwithnten parabolischen Scheitel hinweg,
und von da ab werden die Kegelschnitte Ellipsen.

Dabei wird zuniichst das Oval von A, dann die Ecke des zweiten
Dreiseits, um die sich die Ovale susammenziehen, und dann wieder das
Oval von I, iberschritten, auch peim Durchgang durch die Seite des
reellen Dieiseits bleiben die Kurven elliptisch.  Erst im Scheitel der Kurve
A wird der Kegelschnitt eine Parabel, dariiber hinaus, WO er noch auf
H, und 4’ auftrifit, bleibt er fortwiihrend hyperbolisch, auch noch im
Durchschreiten der unendlich fernen Geraden.

nach
auf dem

1) Diese Kegelschnitte lassen
,Die e

sich am cinfachsten bestimmen nach einem

Sutze, der sich bei Durége, benen Kurven dritter Ordnung™ (Leipzig 1871)

in No. 548 findet.

2)  Schreibt man den Biischel (nach Hesse) in der Iorm 703 4 193 4 33
wo das reelle Wendepunktsdreiseit als Koordinatendreiseit und

]s Einheitspunkt genommen ist, so hat dieser

4 64 ayay = 0,
t grosser Annitherung die Koordi-

die reelle Ecke des zweiten Dreiseits a
er Geraden xy — 23 = 0 gelegene Qcheitel mi

Db 1R
3

auf d
naten xy:x9:43=




Wir kémnen gieg kurz dahip .
2 ZUsAmmenfaggoy, dass y e

S i se s s 1 S von dep ausge-
/.elg,hneten Kulnxenr 1]1111 die mit Oval versehena hal'lnonisclw Kurve 77,
b ZWar auf simlic o Sechs Scheitel des Oyal, elliptische Sepei lkurve
besitat, dass ferner gie zu de iE it s Chelte gryer
dquianharmonische Ryyye 40 ihpey g ;‘eilit(:ﬁ:adell B;’e}if’“f“

i v g “Iteln parg olische
SChEltelkAHr‘ en hat, und das.b 4 el Unpagrey Ziigen 8elegenen Scheitel
aller drei anderey ausgezeichnetey, Kuryey 4, g, und A’D] ol
Scheitelkurven besitzen. 2 perbolische




