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Das Quadrat des Linienelements der Kugel kann wie das jeder

Rotationsfliiche auf die Form gebracht werden :
I i3 2 Yar2
dst=du*-+ g*dv’,

» = const. einem Meridian, % == const.

wo g eine Funktion von allein ist,
einem Parallelkreis der Rotationsfliiche z1
Da alle Flichen, deren Linienelemente gleiche Form besitzen, auf

einander abwickelbar sind, 50 kommt unsere Aufgabe darauf hinaus, auf
die oben angegebene Form das Linienelement einer Schraubenfliiche zu
bringen, deren rechtwinkelige (oordinaten sich auf folgende Weise dureh

Cylindercoordinaten darstellen lassen:

1gehort.

r=17Cc0o8 P
y=rsing
r=ua¢p + R,

wo R eine noch zu bestimmende Funktion von r bedeutet. Aus den letzten

Gleichungen ergibt sich aber:
adR )’

ds?=dr? (1 + )2~ - (L«Ii) + (@479 ((I ¢+
a ar PRI

Man erhilt dann die obige Form des
r? dR
.2 xSkl Ay
(17 (1+a“\+']‘? d}) du
a-lri=g'c

adR \*® dv’
(llq" + ‘(}—2———*_‘—';7!) :—-C—iza

Linienelementes, wenn man setzt:
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Ist nun die Rotationsfliiche gegeben, auf welche sich die gesuchte Schrauben-
fliche abwickeln lassen soll, so ist g als Funktion von u hestimmt, und
damit, weil sich dR aus den letzten zwei Gleichungen als Funktion von
g und » darstellen liisst, auch 2 als Funktion von r, welch Letateres eine
Funktion von w ist, weil:

a’ 4 rt= gtct
Z2=R ist nun die Gleichung der Meridiancurve der gesuchten Schrauben-
fliche. Durch diese und die Ganghédhe ist sie
Wir betrachten daher zuniclst nur
R daraus durch Integration.

aber vollstindig bestimmt.
den Ausdruck fiir dR und erhalten
Es ist:

ge. ‘/gz(:'“’ (1 - [rl!/]") ot
AR 0 X - Ldu

- - du .

gict—q?

Dabei ist 2amw die angenommene Ganghihe
o o b

¢ eine Constante, deren Be-
deutung spiter erértert werden wird.

Es soll nun die Schraubenfliche
auf welche die Kugel abwickel)
Fiir die Kugel ist bekanntlich:

bestimmt werden,

ar ist.

LU
9 ="bsin-—,

b

L L LU Kty -
besin - . !//:“czsm‘ 1 —¢?cos?
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also:

R
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b*c?sin® -
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Dies Integral ist ein elliptisches.  Setzt man -

80 wird:
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Sind «*, 3% die Wurzeln des Ausdrucks unter dem Wurzelzeichen, so wird:

e Ve e
[=gg|1+ex 1—e)+42 |- (1)
und positiv, weil a*—b*e?< () angenommen

2¢t
Man erkennt dies aus der Gleichung :

B
Vll 1 —+:lz

«©
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Beide Wurzeln sind reel]
werden muss,

u
y ==




— const. sein, wie sich sofort aus der Be-
— const. stellt nun aber eine Schrauben-
Coordinaten » sind also Schrauben-

Fiir « = const. muss auch 7
zichung zwischen w und 7 ergibt; 7
linie der gesuchten Fliche dar; die
linien derselben und entsprechen den Parallelkreisen auf der Kugel. Fiir

yi=a’, p* wird

dR

20
also auch:

dR

- 0;

. — R hesitzt also in den Punkten yi=ea p* Tan-
Wird eine reelle Fliche verlangt, so kann
sonst R imaginir werden wiirde wegen
Die Meridiancurve

die Meridiancurve
genten senkreeht zur Z-Axe.
y* nie grosser werden als g7 da
Ausdruck vorkommenden Quadratwurzel.
den beiden Werthen y =% entsprechenden

r Z-Axe. Nun ist:

der in jenem !
besitzt also nur in den
Punkten Tangenten senkrecht zu

AR,

e Vol —a®—c’
Y = COS"‘Z—————-—"—’_'——'_'
y b ¢

wenn 7 seinen kleinsten

dass » ein Maximum wird,
¥ max. 15t aber

Daraus geht hervor,
Der grosste Werth von Y=

Werth erhilt und umgekehrt.
B* und der kleinste y2um =0, daher:

e = (0 — %) c*—a’

2 2 2 2 (2)

P =0c—a.

chenden Punkten, wo die Tangenten

Axe sind und 7 ein Minimum ist, besitat also die Meridian-
Tangenten senkrecht zur 7-Axe verlaufen.
o bewegt sich & zwischen 0 und 1,

In den den Werthen y =% 8 entspre
senkrecht zur Z-
curve Spitzen, deren

Setzt man in R: ¥ =fw,

8 und

man erhilt, wenn noch:
2 9 9 ,3 [(1
X=>1-—2z"( =t e =~———?
gesetzt wird: c¢?
R b: !‘;11'
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Mit Riicksicht auf: o
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erhiilt man die Ungleichungen:
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1<mi<—
%

Das Integral dritter Gattung in B nimmt daher die Jacobi’'sche Normal-

form an, wenn gesetzt wird:
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m=sinam (iy + K) = / 448 -

+1g

wo das positive Vorzeichen der Wurzel zu nehmen jst. K und K’ sind

,
. . . 1 .) )
die vullst;m(hgcu Integrale erster Gattung fiir dep Modul » =" und den
. oy - «
zufihm gehorigen complementiiren Modul »,

Fiihrt man nun noch die Jacobi’sche Bezeichnung ein:

U= y o Eu=|- fud di,
J VX’ j ’
mlV1T—m YT

1—m?y

V\f IT(u,iy + K),

S0 wird :
"}.
R:—;’En-}—ac[u—], u;]-{»az” Giy 4 K.

7 berechnet sich aus der Gleichung:

a®

[ — b4 5
4 C . "
sin am (7, #') = i\l , At

- 5 == 8in ¢_ . (o)
“1_ _I,f.. {u

Das Vorzeichen von 17 in B stimmt mit dem des Ausdruckes:

m

Vl--f»- m* Y1 — xim?

iiberein; das letztore ist aber positiv oder negativ, je nachdem 7 oder

sin am (7, x*) positiv oder negativ gewiihlt wird,
Nun ist weiter:

@ (iy 6, (u— i))
IT (u, iy K)=u 3 log
(u, iy + .,(,/) + 4 log ()(ufz,
wo 6’ den Differentialquotienten von 6,

nach iy bedeutet. Ferner ist
dabei:

nyn rt'/n)

(=143 ("KLK

nyn n /n)
§ o 329 71 u o SN €
O, (u+i 7)=|14 Z¢" cos ’])‘l, (r} K 4 . K

(4)
TYyn 1,/11
Tnu = ;\ K)
+i.] 29" sin K \¢ ‘
=A+1iRB
Nun ist;

| A—iB  avet B
%”{‘Awi-ib’m z.mg‘A»

also endlich:

a’ an @ (17'

R:“J“"'~a¢ K 6, 27)' ack(u)+a.arctg = (5)
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Der Gang der numerischen Rechnung ist folgender: Man nimmt fiir

. . ) T 5 .
@ irgend einen zwischen 0 und gelegenen W erth an, dann bestimmt

| a1
sin @ = l/——*c—zﬂ‘g—-_“ (7

ferner ist:

sich aus der Formel:

das zugehérige r der gesuchten Meridiancurve;

U= . (8)
Da nun 7 sich berechnet aus:
Po d(P
Y = " —_——— ) (9)
! g V1—#*sin* ¢

so erhilt man aus Formel (5) »—R. die Z-Coordinate der esuchten
: g

Curve.

Die Bedeutung der Constanten ¢ ergibt sich in folgender Weise: Man
denke sich aus der Kugel eine von zwei gleich grossen Parallelkreisen
begrenzte Zone herausgeschnitten. Diese Zone kann man (s. unt. Fall 11.)
in eine Rotationsfliche umwandeln, die auf die Kugel abwickelbar ist, und
deren grosster Parallelkreis einen Radius Dc¢ besitat. Denkt man sich
diese Rotationsfliche lings eines Meridians aufgeschnitten, so entsteht aus
derselben die gesuchte Schraubenfliche in der Weise, dass die zwei Schnitt-
rinder parallel der Axe um die Ganghohe gegeneinander verschoben
werden.

s der gesuchten Meridiancurve und die Breite m — 2,

Die Liinge

der zugehirigen Kugelzone kann unmittelbar angegeben werden:
2

Y!, == arc sin Vo) i

g be

3
a?

s=(m—2 l,,/'o) 2

Die auf dem Modell dargestellte Schraubenfliche ist auf eine Kugel vom

Radius:
p = V?’ — 4,33™

abwickelbar und entspricht den Annahmen:

c’=4$

a=V:
— 5,196™
ro,. = 3,464

7w — 2, = 90° (im Bogenmass).

P

Es ergibt sich dann:

Vmax.
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Um zu den Rotationsflichen zu gelangen, dic auf die Kugel:
LU
g =10 sin —
b
abwickelbar sind, braucht man nur in den fiir die Schraubenflichen er-
haltenen Ausdriicken @ = (0 zu setzen.

Es ergibt sich dabei, dass zwei Fille zu unterscheiden sind ; nimlich

je nachdem ¢ kleiner oder grosser als 1 wird:
L e<1. AL L
«, ‘3 = ;.’[7 b
o2 PRy .2 RN & O ]
¥ min, —— 07 ¥ max. — b c
R:—/)_E(u), x=c,
Fiir das heifolgende (spindelformige

) Modell wurde ¢==0,8 angenommen,
wihrend 0 denselben Werth wie hej

der Schraubenfliche besitzt,

II. ¢ <k, e b*
7 ¢, Ri=0" pe
’.Zmin == b‘: (02* ]’
s =0 ¢?

B=u(c-1) 1

e be. Ew), x=
¢ c

Fiir das diesem

“all entsprechende Modell wurde ¢ =14,
angenommen.

b wie oben

In Folge der Uebereinstimmung von b fiir dje
auf die beigegebene Kugel abwickelbar, wov
biegung eines passend g(,formtcn' Staniolstre

drei Modelle sind alle
on man sich etwa durch Auf-
ifens leicht iiberzeugt.

Miinchen, im Januar 1880,

- Druck von H. Brill in Darmstadt.




