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Die rationale Raumcurve 4. Ordn. zweiter Species.*

Von

{

Dr. K. Rohn,

ler kgl. technischen Hoehsehule zu Dresden.

e

Professor der Mathematik an ¢

(Zu Serie XXI.)

die Transformationen der R, in sich, i

entweder als Schnittlinien
als theilweise Schnitt- ?
ausserdem

Die Parameterdarstellung der Z,:

@
i

von zi::; ::l‘:.‘““(fllr‘\)'ut‘ 4. Ordnung erscheinen
Jinte ei);p,- I;ll.(:-‘]wn 2. (’,,r;ulus L(‘.I‘.\lfc Species), oder :
noch Z\\'(:i V'«Klvlfc ':\\'.L‘lttjll und einer F-‘hichc drxtten'(jrixdes{ die :
tover (,‘ulr\-c\lmr.whmm Fxcraducn gemein haben (zweite bpecws-). Diese let'z—
T hn” mllcu) hier 'l]:thl‘ 111’1tcrﬁ11c11t .werdc'u, 1'111(] wir \ve.rdguu sie
5. Brades (;ll‘/:. als' R, huz?wlmcn. /Jun:.whst.lst ersichtlich, da:ss (‘1_1e Fliche “
Sl s(;];l ,‘:,llll(‘h :‘lw R, ein ]I‘\'pcrbulmd sein .mu.?s, wenn sie uberl.laupt |
Behias fes ”" :,.<])d.lm‘n ‘jrl"““_“t m.:m., (1.:1)»» dfc.‘ ]“flzel.lgcgd.ff]. der el.ne‘n
Sonsip. H)l)tvr )0 mdm’m je drei, die der an .exn. ..m.mr nur in je
dass die B nkte von der -]t‘ : vas ja einfach daraus folgt,
1)1]]-(.1“,‘] l.. le:\'il]lllll('ll mit zwel
schnitt einer Fliche zweiter

getroffen werden, V
or einen Schaar den vollen .
- und einer FIi

Erzeugenden de
i che dritter Ord. ausmacht.

;ammengestellt,

Mo vorliegender Abhandlung sind die l",i;;vllsvh:ll"tml der R, kurz zus
ischen Vorstellung der B, und zum Verstindniss ihrer

Qelir viele interessante Eigenschaften der ?'
aus Mangel an Raum, und verweise ich
,\mml‘i di Matem. V. 4, 1861: Intorno
richte der Wiener Acad. Bd. 71,
urve 4. Ord. auf einen Kegel-
4. Ord. zweiter Art. Jolles, )
tisch hehandelt. Study,

dere C A

M i“lll\t'nnlmss zur geometr

aMode 3 ? o
¢ besonders werthvoll erscheint.

R
+ mussten hi et :
1ssten hier unberiicksichtigt bleiben
Cremoid,

;i: ”:ll::\]vl.: auf folgende Arbeiten:

4.8 i 7 i 9y
72 q. T:;~h'1)'h,];.l 4'1“1. 1. “"'1_- ete. Weyr, .\uuul_;yalo( ‘
’*(‘|l|litt .\ I; o (l‘”‘ Abbildung A!(‘]'. ]'.’lfl(n'i:\]l'll Raumc
l’f.-;s(.,.",”: Sl Ehenda Bd. 86: l('ln‘r']s:llllflt'lllt\‘t'll
Ni‘zl”l!:-|hm~: Die Raumeurve 4. Ord. zweiter i‘b(‘n:xcs s,\'m‘h‘e‘ belis iz
4. Oy gsberichte der kgl siiehs. Ges. der Wisseusch. 1880 Ueber 1(’ (.m .

ird. Stahl, Crelle's Journal Bd. qumenrve 4. Ord. Z\\Clt@l.Alt ete.
der kgl. siichs. Ges. 1. Wissensch. 1890 u. 1891: Die Raum-
w. zweiter Theil. Meyer, Math. Annal. Bd. .29:
4. Ord. zweiter Species verkuiipften
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P

s schein-
Bekanntlich hat die Schnitteurve 6, Ord. zweier solcher Flichen 6 schei

. . § " ‘e R m C]]]]C“
bare Doppelpunkte, die Ordnnng ihrer abwickelbaren Fliche ist 18. Tr
sich zwei windschiefe Geraden

von jener Curve ab, wobei eine CHI.'VC ””lt
6 wirklichen Doppelpunkten entsteht, so bleibt eine R, iibrig, die lnler112}011
3 scheinbare Doppelpunkte besitzen und derey abwickelbare Fliche ",“’
der 6. Ord. sein muss. Jeqe cbene Schnitteurve dieser :11)\\'ick(_?”)‘“‘?’1l
Fliche ist rational, da die B, es ist, und da sie von der 6. Ord. ist unc
in den 4 Sehnittpunkten

s A . r S0 muss
der R, mit der Ebene Spitzen besitzt, so 1
sie. noch 6 weitere Dy

ppelpunkte aufweisen,
wickelbaren Fliche einer R,

Sehmiegungsebenen der R, qur

Die Doppeleurve der -‘]lblj
ist also von der 6. Ord. Die Zahl de

. siot 6
ch einen beliebigen Raumpunkt betriigt l’

insti i { ; ; ie pel-
in Ueberemstnnmung mit der Klasge Jenes ebenen Schnittes. Die Dopy

curve kann keipe Doppelpunkte aufweisen, sie hat viey Spitzen und‘dﬂ"
Geschlecht 0, wie wip Spiter finden werden, Daraus folgt dann weiter,
dass durch jeden Raumpunkt 4 Schmiegungsebenen der Doppeleurve gehm‘l,
80 dass diese Curve vop derselben Art ist, wie die Curven, die ans d‘,‘r
R, durch reciproke Raumtransformation entstehen. Noch mag gleich 011
wihnt werden, qasg die abwickelbare Fliche der R, mit dem Hyperh”lml(
4 Erzeugende gemein hat. Denn heiqe Flichen miissen eine Curve 12. ()r;-
gemein haben, wozu die B, doppelt gegsihlt 7y rechnen irt; eine Tangente

: : : : . ¢t trifft
der R, aber, die qas Hyperboloid noel, M eimem weiteren Punkt triftt,
ist eine Erzeugende desselben,

Sehen wir jetzt von der B
und suchen wir ejne p
Zu diesem Zwecke lege as Hyperbolojqd 4
Triger der R, betrachten ung kurz mit 77 10
konnen wir nyy jeden Punkt dadurch fixiren,
Zeugenden, die ihp enthalten, angeben. Um dje |
stellen wir eine Parametervertheihmg
beliebigen ebenen Schitte von
Parameter 0,1, bei,
gleich dem Do
bildet, (Fig. 1.

, dtonrve ab
ctrachtung qer B, als Schnittcurve

arameterd:lrstellung fir ihre p

unkte zu gewinnen
n wir (

u Grunde, das wir.als
nennen wollen. Auf ‘11
dass wir die beiden 11~
rzeugenden zu 1)(3sﬁm}m)117
in folgender Weise her. Auf 011101"‘
n legen wir irgend drei Punkten (11)0‘
wihrend der Parameter jedes weiteren Punktes
ppelverhiiltniss sein soll, das er mit den Punkten 0, 1, co
) Dabei igt bekanntlic, das Doppelverhiiltniss der Punkte:

€010 =220 10 _sink50 g1 22,
k— oo TR sinkSeo " sin 1 Soo

Kegelschnittos sein kanp,

von I erhijt dann ge

Wo S jeder Punkt des

njenigen Parameter, den lhf
'ticurvc aufweist, Zu 'j(}d(:l‘lrl_
ende aus jeder Schaar, beide B

nen Schnitt, o
die die B, nur je ¢in Mal treffe ;
Cr ersten Schgyy heissen \-md ihr ]‘ur:mmtur."fln
die l‘lrzeug(sndcn der zweiten Sehaar treffe

irzeug
sich in Jenem ehe
Die Erzeugenden von M,
sollen Erzeugende d

k bezeichnet werden ;



ar Unterscheidung mit &' be-

r sei %z

di . :
ie R, je drei Mal, ihr Paramete

zeichnet
ar durch eine cin——dreideutigc

Die R, ist jetzt auf [ unmitteld
arametern : und &’ bestimmt , also:
1 4 30, B+ 30,k + b,)=0.

t, der von einer Br-

B 5
leZlehung zwischen den P
) (@, B+ 3a, I* - Ba, &+ @ + (b

A Auf jeder Erzeugenden I liegt ein Curvenpunk
Zeuee i . . s Q Jei
genden &* ausgeschnitten wird, deren Parameter gich aus der Gleichung 1)

ereibt: auf i - ;
gibt: auf jeder Erzeugenden K’ Curvenpunkte, die von Er-
n werden, deren Parameter wiederum aus der

Glei

. “c]nm;; 1) folgen. Um nun die Gleichung 1) auf ihre cinfachste Ge-
stalt . i . .

zu reduciren, haben WiT die Parameter J und k' linearcn Trans-

formati .
T nationen zu unterwerfen, und wir fragen uns zuniichst, cine solche
ansformation fiir eine Be fiir das Hyperbolmd H hat. Gibt ¢

auf : s . .
I eine doppelte Parameter i respective A, M, die durch

die lineare Beziehung: i
al

‘)) ].'=/., ]{’—_—:"’),_‘}_%7
y A

; liegen drei
reugenden & ausgeschnitte
was

deutung
vertheilung I,

der geometrische Zusammenhang beider
zu untersuchen. Ist die Pammetervertheilung I, k' die oben gesehilderte,
80 schneiden sich Erzeugende mit gleichem Parameter quf einem Kegel-
schnitt, dessen Gleichung alse =k ist. Auch jede lincare Gleichung:

(k4 g — (yh+ ) b= 0 stellt einen Kegelschnitt quf H dar, denn diese
le der ersten Qehaar kb= const. und ebenso

9‘“"’0 sehneidet jede Erzeugent
']Fei(ill(:rtl‘:rze“gellde E]er izweite'n Sclmmj J:' = const. in je einem P.lmkte.
man aber in diese Gleichung dic neuen Parameter A, A ein, 8O
geht sie in: A=A’ iber; d. h. die neuc Parametervcrtheilung ist von
der gleichen Beschaffenheit Wie die urspriingliches indem sich wieder Er-
zeugende mit gleichem parameter in den Punkten eines Kegelschnittes
treffen; der Kegclsc]mitt ist aber von dem fritheren verschieden.
Dureh Anwendung der Transformation 2) Gleichung 1)

auf folgende Form gcbmcht werden:

mit eing . Loe o ;
einander verkniipft sind, SO ist

kann nun die

1 o
jiar Y 0
g | ' 04 + &' 37,
|, = ah +ABRAT 604" %" T 411)11 3,0 + Eh,
) k ¢} 4 :
wobei die Parameter ¥, J¢ dureh: W “ grsetat sind, um
a " v ] v’ ]“2 ll"z : : .
alten. T8 ergibt gich nimlich:

¢ine |
10 . N .
mogene Gleichungsform 21 erh
A=caa,+7 b,
B=uaa +7 b,
C=uaa,+7 b,
-

7,):! —

;:‘))(10 "}‘ d‘bo
=pa, 4+ 00
B a, 440,
4+ 0D

«a,
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und ayg den mittlerey (Heiclmngeu folgt:

—

| & — a, b, )

(4:[)’:7;()': ‘ a, — q, by — b,
| a, — q by — 0,

2 ,per-
Hyp
o * it v
, . R oauf einel ) e-
Es ergibt gicl also der Satz: 74 Jeder I, ““.” von der B 1
i : : : en Keeoelsehnitt .o gic
bolmde gibt ¢y €inep bcstlmmtcn Kegelsehn ot 1, die s
; ra
schaffenheit, dass jede P:Lramet(',l‘v(:rﬂl(:llll”.f-\

A1t

- erhilfy
ster ©

; Jeichen Parame

auf jhy stiityt (indem Jjede Lrzeugende qen gleichen

Wie ihyp Punkt g,¢ dem Kegals

H l”':
ie R, eine Gleichunsg
schnitt) fiy qje R, eine

3) ]L / ?Bi + ]‘,21 (‘/

ierbei
] irades ist. Hier
WO £k, k) ein Ausdruck 4. Grades "‘ chrieben
4 . ; Ak sese ’

1i 4, und 4 ¢ 4 wieder , ; ky und k' k" g

| 1 itt und sein¢
leser Kegelsehuitt soll Hauptkegelsechnitt
5 y ersterep bez

ist an
worden:
Eben®

letater®
1€ heiggey

ir kurz mit K,
eichnen wir kurz n

it
und dam?

D711 ndC”
Auf einer beliehigen hrzﬂl(:le vier
dem Parameter k' &, liegen :“_lih;,r:: k', der
=0 ist, nocn ein Punkt %, : /.}— «ller('ll lfﬂr:t:
angehort, ypq drei Punkte .d(‘l" ;4.]7,1111}5 3) 111‘51" ‘r
eichung 3) sentigen. Nun stellt aher die "“-"Lr quf die V1€
anderes g)q die erste Polare qeg Punktes ks k' in Beaug
Punkte f(li?1 ]U2) ass m
Wiihit Man auf eipgy H
Schnijtg und e

in Quadrupc
Construjpt dann gy¢ jede
i olare ihres p

Quadry

; ‘ ameter k, : k,
Die Gleichuug [k k)= bestimmt vier Parameter !
Vvier Erzeugende der erstey Schaar,

Schaar mit

4 swinnt: S
an folgenden Satz gewi ) ch(,l
. : ine .
Yperboloid beliebig « l.“‘“ gehaaly
3 ) S ;1 ersie . haal
L von Erzeugenden d« Sehad

zweiten . e-
' Erzeugenden der zw in B

itt

, Jschnit e

unktes gyf Jenem Kegelse lll«remcxl”

ine allg s.de

pel, so erhilt man allltt g BT _)(,(r

RaumcurVe 4. Orq, ZWeitey Species. U mgcl\(,hrt qo erzeld

H . ] ‘. r <
derartlge Curve gy¢ °1ne und nur auf ejge A
Werden,

. hen Kogel

A auf den Hyperboloid dey H‘l“”[]i(.:t]<>1l dcf

as Quadrupel von ].;rzc“%“],u“ktclr

» das dey Kegelschnitt iy den gl(fi“l”’".l"f jed?’

as nannte, construirt dann ; punkte”
Erzeugenden der ersten Sey
auf depy Kegelschnitt in Bey

Vorherge

T are ihres ignt
dar die lineare Polare ’ll‘ o gewi?
) 8
Ug auf dag Quadrupel,
man qje gleiche p

ans
i3 4"t l":‘
§ stz l(‘ln tos
*Almeurve wia vorher. Dieser Nt- 18 punkie
. . N . p . are emnes
ebenso indem yyq, die G]mchung 8) als lineare Polarc
k ik, in Bez

Ug auf dag Quadrupel FU k) = 0 auffasst.



Para-

“fctcl‘ll)::ti;:iﬁlldlung f Grades f (%, k) =9 kann du.rch geeigm?te I
einfachune Prflllg auf dem I—Imlptkogelsclmitt noch emneé wesentliehe Ver-
keg@ls(‘,]m;t' ‘ a.hr(m, (Fig. 2.) Die vier Punkte f (kg b)) = 0 auf dem Haupt-
- seien 7, 7, Ty Fyy 51O bilden ein vollstindiges viereck mit den

Diag
agonalpunk :

punkten a, b, ¢ Den Sehnittpunkten von ab mit X ertheilen Wir
"chuitfpunkt 4 K den Pard

die Pars

n]etel_“i“leter10 und oo, dem einen S

Zwei 1’11111<t’e (,mm ,Crg”.’t sich fiir den andern Je

Parameter d‘.(‘”l K, die auf einer Geraden dur

mit den P:lnl-ltb. “mg“%ongcwtz’f glcxc.h sind, etwa

auf ciner Ge \ en 0, 00 harmoniseh liegen. Je zw
teraden durch b lieged, haben parameter,

or — 1.
ch ¢ liegén, haben jetzt

+ & and — %> da sie
ei Punkte VoD K, die
die reciproke Wwerthe

—, da sie mit den punkten + 1,—1

von ej
cinander sind, etwa & und =75
k
ier parameter,

erhalten also V

ha
Trmonis .
50 \ .
ch liegen. Die punkte 7, 72 75 "4
1 1
5. = Py = T g
LRy 0o 0
g &

80 d .
ass si1c¢ PP, ¥ . . .
ieh fiir die B, dic Gleichungen ergeben:

. . i
h| v Ok o g ’
| f R =0t Gak ht+ b
o vorher das Di:xgonaldreieck in der Hauptebene A
o 4 Punkte

auf H mit d, s0 pilden dies

r Gegeuk:mt
ansformatiou,
n Verbinduugslinie die

getrennt werden. Einer

i ::Zeichncn wir wi
ein 1)()1" i d.en L Ao
Polartetragder von H. Jedes Paa
s ak oluto'r.ischc Raumtr
R un f(‘ : \VOC]ISGFSOlﬁg oxxfsprechen, ‘
anten trifit und die durch diese harmonlsch
rboloides entspricht dabei wiedeT eine Erzeugende
Bei der gesch -involutorisehen Transformation
\tsprechen si Erzeugende K
it den Axel d je gwei Er

en desselben pestimmt

A in Bezug
wobei sich

eine -
geschaart inV
dere

i
l;rzeugcnden des Hype
‘C‘.T gleichen Schaar.

;‘“1? den Axen ab und cd er
hei der Transformation 10

aart
ch je zwel
y ac und b

und — K,
zeugende

k 1 1

> und — . : ] . S
d T bei der Pransformation mit den Axen ad and be je zwel Er-

Bei derartigen '1‘1':msf0rnmti0nen werden Deide

r Weise trar g0 dass dem

resp L
? C T e
I k' k'

4 1
zeugende k und — R
v

1igenden in gleiche
G resPs ! -
’ D 7L K
jchungen 4)

Scha
haaren von Erzel ysformirt

D

Punkte %, &’ auf H die Punkte —
aber die Gle nicht und
lte Raumeurve.

eht durch drei ge€-

deren Axen
in sich iber.

Hierdurch indern sich

ht die durch sie d

ale Raumeury
:1umtransfo

nes ’I‘etraéder

entsprechen.
also auch nic

Jede ration
Scha:xrt-involutorische R
drei Paar Gegenkanten ei

argestel

e 4.0rd. 8
rmationen,

g bilden,




Eine Seite dieseg Tetr

aéders, dag zugleich Polartetraéder
des Hyperholoides

durch die B, ist, fallt mit qep Hauptebene
Zusammen uygq die drej Eckpunkte in ihr sind die Diagonal-
Punkte qeg Quadrupels £k, /.-2):0’ das die R, aus ihr aus-
Schneidet, Der vierte Eekpunkt it der Pol der Hauptebene;
die drej Tetraéderkanten durch ihp sind Doppelkanten der R,

Die Kante cq trig ersichtlich 77 in ey Punkten k=0, &' = o
nd k=oco, ¢ = 0, die offenbar der B, angehéren; ehenso schueidet
die Kante b g die R, in den Punkten % — +1, M= —1 und kh=— 1,

k=4 1, und die Kante g @ in den Punkten Jp — +é, k= — i und
b= —i b=t

§. 2. Die Projection der R,
Schneiden wir 77 mit einer anderp Fliiche 2, Gr., so erhalten wir
eine Raumeurve 4. Ord. erster Species, deren l’nrumeterglcic]nmg offen-
bar sowohl in 7 als in %' vom 9, Gr. sein mugs, Hat diese Fliche 2. Gr.
mit H dag Polartetrasder apcg gemeinsam, so geht sie durch die oben
erwihnten geschaart-involutorischen Raumtrausformationen ebenfalls in sich
tiber und also thut dieses auch ihre Schnitteurve mjt H, 4. h. die Para-
metergleichung derselben darf sich nicht fndern, weny

aul die Hauptehene.

an &, k' gleich-
1 1
zeitig mit —k, — ¢ oqer mit T ? 74 vertauscht. Soll endlie, diese Fliche

2. Gr. auch noch durch die vier Punkte », », ryw

4 der Hauptebene hin-
durehgehen, 80 muss ihre

Schnitteurve mit 17 ersichtlich die Gleichung:
5 @=k"&*+ pr2 4 B0+ kY 4 284 — bk, k=0

besitzen, wo » eine beliehige Constante ist,
fiir & k= k ik, in fk k) =0 iiber
Erzeugenden % qer ersten Schaar liegen
Sehnittpunkt mit K, fir den &' = ist, de
punkte mit der Curve ¢=0. Da nun:

In der That geht dieselbe
» Wie es sein muss, Auf jeder
hun vier Punkte, niimlich der
r mit £, und die beiden Schnitt-

i Bf— 4 af’ . * 7§£ ;. 7??7([)
7"1 ﬁl + kz 672 = ]"l akxl + /va B/h',‘

ist, was man aus 5) sofort erkennt, so liegen die genannten vier Punkte
auf der Erzeugenden % harmonisch.

Auf einem Hyperboloid erhiilt man also eine R

4, indem man zu den
Punkten eineg festen Kegelschnittes auf den durch sie verlaufenden Er-

zeugenden der einen Schaar die conjugirten Punkte in Bezug auf eine
feste Fliche 2. Gr, aufsucht. Die Ebene deg festen Kegelschnittes muss
dabei den nimlichen Pol fiir beide Flichen aufweisen.

Unter den Flichen 2, Gr., die das Polartetragder abed besitzen
und durch die Punkte "17y 73 7, gehen, gibt es auch drei Ebenenpaare,




der dayn r sie gilt ebenfalls de'r vorstehende
Uen Brzeyge s ausgesproehen werden Construirt man auf
dey aufi]gLnan der einen Schaar eines Ilyperboloides A
die viertlnen liegenden Punkten eines festen Kegelsehnittes
Bl nen ‘;“ harmonischen Punkte in Bezug auf zwei feste
SChnitt:zg(rle durel den Pol der HEhERE dos festen Kegel
ter Speé.gehen, so erhilt man eine Raumeurve 4. 0rd. zwei-
Zeugey, ies. Jede R, lisst gich in dreifacher Weise so er-
SamenAi}me:ich‘fn 2. Gr. mit dem polartetraéder

n r, r,r,r, bilden ein Fli'tche.nbﬁndel
schenbiindel seht

als gema:
gemeinsame Punkte doppelt). Das Flid

D
aumg
erad J i i ¥ ‘
en involutorische Punktreihen aus, deren einer Doppelpunkt in
iihlt dem Flichenbiindel zuge-

der ¥,
hort, Idgll)lii}ieze “Cﬂgf, da diese doppelt gezdl® o liche
berihrt, ihy B - Fliichen des .Biiudels gibt es eine, die die Raumgcr;?de
und theilt mitcrlllllrll‘:gsl’llll}it ist der andere I?oppelpunkt der Involution
harmonjscl, . dem Punkt in der Hauptebene jedes Punktepaar desselben
Blachen 2 GDa"a‘fS folgt: Wihlt man aus einem Biindel von
meinsame;1 Pr. mit ge‘mexfxsamelr‘l Polartetraéder unfl vier ge-
holoid aus ;l‘nkten in einer seiner Seitenebenen 611 Hyper-
Ze“g@nde];,ef ann ‘bllden d.le Beriihrungspunkte.semer I.Er-‘
iner Schaar mit den Flichen des Biindels eine

Ra
: - n;s:‘r“\”z“‘: O'l..td. Z\.vejlter Specie)s. '
e dsun C111] :]lc 2t (11.0 Ri‘ aus dem 1‘01 der I'Izuq)teb'enc.auf d‘lese pro-
it rha feu \w:n‘ eme)ebenc Curve 4. Ord. "(/4 mit drel Doppel-
L ¢, d.le Ii" in d(,’.I.1 1 unktenY r Ty T Ty beriihrt. In d(fn Doppel-
punkte geh-ﬁrzen die Curven‘asfc der '(/4 wendepunkte, den‘n die Curven-
ke 3, Cg der.nrt zu vier }md vier zusammen, dass die beziiglichen
IS S};llkte abe zu I){ngo?mlpu.nkt(.m lxal?ell. Df:n Erzeugenden
dor me g Lvmar von H, dle. cine ex'n—emdeutlge Bezxehung zwischen
T e em Hauptkcgclschmt.t vermitteln, entsprechen bei der Pro-
35 Birch d.a‘ng(?nt;cn von If. Die Raum?urven 4.“0'1'd. er'ster Species,
Sshiiite (1urcl1L .xlmclmng 5) dargestellt sind, projiciren gich als Kegel-
Vi die: Punkte ¥, 75 7s Vs DD Qitzen fiir die B, entsprechen

dem
‘mnach f TE el ke :
folgende Sitze fiir ihre projection Cy.

rCSD 3
- it
y den Axen da, db, dc. Fii

Satz !
kann.

abed und den gemein-
(die Punkte 7 zithlen
Leidet auf jeder

angenten des Hauptkegelschnit-

Bestimmt man aufallen T
conjugirten in Bezug auf ir-

t

geesn:illleniHIZ:;riiI{lxrt1ngspu.nkt den

bI'Ojectio1lscu:§:lgch(1mt;{ . Tl ki SHE Ram e

e 2 R o R iy

wendet werden. Ol pi = o “,,le. Se 7’.72"‘3 ey

o ¢ Lr' auch: Die Kegelschnitte emes Biischels durch
n die Tangenten des Hauptkegelschnittes, der dem

Bi o
iischel angehort, in den Punkien der C,.




§- 3. Vier Curvenpunkie iy ciner Ehene, pje Doppeleurve der abwickelbaren
Fliche von i,
I §.1 wur bereits angegeben, dass dje Parameter-Gleichung einer
ebenen §¢ Hyperboloides die Form hat -

(ah 4 ) — 4+ =0,

Bin Punkt dieses Keg
kund % die Relation :

hnitteurye des

elschnittes liegt auf der R, , wenn zwischen
4 F 3ak) 4 (32 +1)=0

Fiir die erstey p

Ebene gilt also die Gleichu

besteht. arameter der

Schnittpunkte der Y, mit unserer
ng:
ko 4 k(B4 3ay) + 3ak? (« 4+ 0) 47 (
Bezeichnen wir gje ersten P
+ Mit einer Ebene durel %, A

/)’+3ay=~a(z+ l+u+v},
3a(e 4 0)=¢

3a[)’+;/)+()':0.

arameter der vier Schnittpunkte der
» #5 ¥, 80 haben wip:
Saf4y= - cxAp+ Ay
A+ wv x4 Ay 4 xv | ny
Hieraus ergibt sich durch Vergleichung des 1., 3. unq 5, Coéfiicienten :
6) Ba(thuy41)=4x3 F v g4 iy + v+ L.
Vier Punkte der B, deren erste Pay
genigen, liegen in einer Ebene;
sich aus 4). Oder vier [ry
der Gleichung 6) geniigen,
Es wird weiterhin immer von dem
der R, die Rede sein, und da dieser j
eines Curvenpunktes geniigt

meter bezeichnen; Gleichuz
Parameter.

R

_|_‘uy;g+ )'Zl,
O=axiuv.

ameter der Gleichung 6)

ihre zweiten Parameter ergeben

¢rsten Schaar, deren Parameter
in vier Punkten eines Ebene.
ersten Parameter der Punkte
a vollig zur eindeutigen Bestimmung
» wollen wir ihn schlechthin alg
18 4) bestimmt dany je

eugende der
treffen die R,

seinen Para-
desmal den zweiten
Werden die vier Parameter ejn

die Ebene vier aufeinanderfolg
Ebenen heissen Wendeberiil

ander gleich » = } — =y

, 80 hat
ende Punkte mijt der R,

gemein, solche

irebenen und jhre Beriihrungspunkte
Wendepunkte. Die R, besitst vier Wendepunkte W, w, wy w,, deren
Parameter der Gleichung:
4 2 2
N oxt— @ T1=0 genigen
Fiir eine

Schmiegungsebene
gleich und es besteht Zwisce

teren Schnittpunkt 4 gie R

werden drej
hen jhrem Beriihrun
elation :

Parameter einander
gspunkt » und ihrem wei-

9 O —mite—wyy.



Doppcltangcn-

Fiir q;
Iy dlc bei
eiden Beriihrungspunkte # und A emer

be
ne s .
endlich gilt die Gleichung:

9 4?2 5 B 5

9) x*(1 —3a i+ — 54a)
dass jede r R, von
Die Tangente im Punkte #
fen, wenn

tiale

7y 4 dnd= 0.
f‘:’f’ci ‘V;‘:‘egecll; ;fl“iC]lllllg 9) erkennen Wil Tangente de
.H‘d R0 '«111‘\'0'.11;111gentc11 getrofien wird.
S_le die Curlvzmjdl Vo zwei zusammenfallenden Tangenten getrof
€8t natiirlic) ?, in einem Punkte 4 sehneidet. Eine solche '.I‘angent)e
8emein Jyqt l a.uf dem Hyperboloid H, da sic ja drei punkte mit der I,
17‘11133 dia R"el‘/t‘_“'”chml ihrem Boriihrungspunkt » und ihrem Scln‘littpunkt A
eichung in ‘;3:)“ q) b(‘ist(ghen, die in diesem Falle eine 'rem '(‘111:1dmtlschc
8T R di e auf 4 sein muss. 13 gibt demnach vier lﬁugcn.ten
Cantey _I'e sie nochmals sehneiden, €3 sind berﬁhreude Trise-
, die wir mit B, E, I Py hezeichn Ihre Berithrungs

Punkt
e b, b
1 b, b, b, ergeben sich aus der Gleichung:

en wollen.

100 a@*+ D+~ 3a2) x> =0,

u"d 5
ihr P
e einfachen Punk . - . (Meie e
unkte p, Do Py Py A5 der Gleichung:
2

2% %2 — 3a
P

PR ol
1—3az

Oder;
i 4=l0-‘+1>~(27a4~18au1))ﬂ:o.
Wir
w . 3
der Doy vollen mun den Zusammenhang swischen der R, und
) > 1 3 i B . .
ppelecurve D, ihrer abwickelbaren Fliche piher ins Auge

f‘[s
assen, Zu di
- Zu dies : o e : i
ehene a1 diesem Zwecke bilden Wir die einzelnen Gebilde auf die Haupt-
. Die Punkte der R, sind vermoge der Brzeugenden der ersten
auptkegelschnitfcs K be-

cha

zoge;r Vl(;];nI{POindeuﬁg quf die Punkte d.es H : :
entsprechenden a}l;gen’ren der ]{74 konnen WIT .dalm' die Tangenten 1t d.en
i 'llnkfen von K zuordnen. Hierbei werden den Schnitt-
‘.]ie SChnittpulelr.t Fangentml qer R,, 4. h den Punkten der Doppeleurve,
jeder Tallgen:e\ ? der l)eztlsllc]1e11 Tangenten VO K entsp'rechen. Dz.t auf
auf jeder Tar;ov ‘:11 R, zwel Pl}nkte der .Doppel.curve D, ll'egen, so liegen
Zeichnet sein gende. von K gwei Punkte ihrer Bildcurve, die dureh L be-
der 2. Ord mag. Die Bildeurve I, unserer Doppeleurve D, ist also von

nung.
ebeneElja:O]l'nun die Gleichung von I, abgeleitet werden. In der Haupt-

n jeder Punkt durch zwei Parameter fixirt werden, indem man

ihm g
ie Paramet : :

arameter der beiden Tangenten aus ihm an den Hauptkegel-
ier Tangenten der R,, die sich

gleichen Parameter,
n K, die gich in dem entsprechenden
ng des Kegel-

sSchni R

4 Zilrtltex:e]l}sgit Die Beriihrungspunkte zWel

e dic bez; 1.e von 'DG schneiden, besitzen aber die

e e ngchen I"angenten Vo

Ty e schneiden. Die Parametergleichu
ist also die Gleichung 9).




Die Punkte der E, und der Dy sind aufeinander zwei-zweideutig
bezogen, indem auf Jeder Tangente von L, zwei Punkte von D, liegen
und durch Jeden Punkt von Dy zwei Tangenten von R, gehen. Diese
Nidee . . . . . 4. - . 3
Curven sind indessen eindeutig auf die Kegelschnitte x und L bezogen
und die erwihnte zwei-zweideutige Beziehung kann also an diesen Kegel-
schnitten studirt werden, was jetst geschehen soll.

Zuniichst erhilt may die Schnittpunkte von K und 2, indem man
in 9) x=2 setzt; L schueidet also K in den vier Punkten, welche den
Wendepunkten Wy Wy wy w, der R, entsprechen.

Tangente in einem der Wendepunkte von I,
Tangente getrofren wird, abgesehen von der zweiten sie schneidenden
Tangente. Die Doppelcurve der abwickelbaren Fliche der R,
trifft diese in dep Wendepunkten, dieselben sind Pinch-

points fiir die Fliche. Denn aus den Punkten dey L, die im Innern
von K liegen, gibt es keine Tangenten an K; die entsprechenden Curven-
stiicke der Doppelcurve verl

aufen also isolirt.
bei abwickelbaren Flichen bekanntlich stets in
Riickkehreurve cin.

Hieraus erhellt, dass dic
von e¢iner unendlich nahen

Es tritt dieses Verhalten
den Wendepunkten der

Die Doppeleurve durchschneidet in den Wendepunkten
der R, das Hyperboloid H.

Den gemeinsamen Tangenten von K und I,
genten von R,, die auf K liegen und die R
diesen Geraden E, E, E, B, durchschneidet di
Hyperboloid. Indem so die abwickelbare Fliche ihre cigene Riickkebr-
curve in den Punkten Py Dy Py P, durchschneidet, werden diese zu Spitzen

der Doppeleurve. In diesen Punkten stijtzt sich die Doppeleurve auf das
Hyperboloid. Ausser den Punkten w; und p; hat die Doppeleurve keine
Punkte mit I gemein, und da diese insgesammt fiir zwolf Punkte zihlen,
findet man wieder, d

ass dieselbe von der 6. Ord. ist. Nun besitzt die D,
vier Spitzen, aber keine Doppelpunkte und ihr Geschlecht ist 0, sie muss
Jja das gleiche Geschlecht wie L zeigen. Daraus folgert man weiter, dass
die Dy von der 4. Klasse ist, d. h. dass sie dureh jeden Raumpunkt vier
Schmiegungsebenen schickt. Die Doppelcurve D, ist also von der gleichen
Art, wie die Curven, die man aus R, durch reciproke Raumtransformation
erhalten kann; es wird spiter gezeigt werden, dass es wirklich eine solche
Transformation gibt, welche die R, in die D, iiberfiihrt.

Die Kegelschnitte K und 7 werden uns weiterhin bei der gestalt-
lichen Discussion von grossem Nutzen sein.

entsprechen die Tan-
+ nochmals schneiden; in
¢ abwickelbare Fliche das

§. 4. Die gestaltlichen Yerhiltnisse,
Unsere seitherigen Untersuchungen basiren auf der Gleichung:
Flly ) =k*46q k& 4 k,*

die wir in §. 1 abgeleitet haben, Sie wurde gewonnen unter der An-
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cienten werden fiir negative Werthe von «
kann also nicht erfiillt sein.

reelle noch isolirt verlaufende Theile der Doppelcurve.
Wir werden jetzt die einzelnen Fille

nach untersuchen ypq dabei die gegenseitige Lage der Kegelschnitte K
und 7 zyr Discussion benutzen.  Dag gemeinsame Polardreieck ab ¢
konnen wir g trausformiren, dass zwei Seiten zu den Axen der Kegel-
schnitte und gje dritte Seite zur unendlich fernen Geraden wird. Zugleich

kann der Hauptkegelsehnitt z durch die Transformation in einen Kreis
verwandelt werden,

i . . L
positiv; die Gleichung 9)
In dem letzteren Falle gibt es also weder

; die sich darbieten, der Reile

Erster Fall; oo > a>1,

Raumecurve 4. Ord. vom Typus L
(Fig. 3 u. 4,)

Die Raumcurve 4. Ord. besitzt hier vier reelle beriihr

ende Trisecanten, dagegen sind ihre Wendepunkte und ihre
Punkte iy der Hauptebene imaginir. Die Doppeleurve der
abwickelbarey Fliche unserer Raumcurve ist reell und be-
Sitzt vier reelle Spitzen.

Da K und Z keine Punkte,
miissen sie die in der Fig. 8 angege

2 b
@ = ~——T%V~~ gewihlt). Aus der Figur

aber vier Tangenten gemein haben,
bene Lage besitzen (in der Figur ist

konnen wir nup die ganzen Ver-

hiiltnisse von B, wnd D; ablesen. Die vier Punkte o;, deren Tangenten
auf I liegen, theilen dje R, in vier Theile, niimlich: b, 10,, b, b,,
P L5 0,00,. Die Tangenten des ersten ung dritten Curvenstiickes
liegen im Innern von H, wenn wir den Po] ¢ der Hauptebenc als im
Innern liegend betrachten, keine derselben wird von einer andern Curven-
tangente getroffen. Die Tangenten des zweiten und vierten Curvenstiickes
liegen ausserhalb H, jede Tangente des einen trifft zwei Tangenten
des andern, Auf der Doppelcurve liegen die vier Spitzen in der Reihen-
folge p, p, DbyPg. Man kann auch leicht iibersehen, wie sich gleichzeitig
correspondirende Punkte von R, und D, bewegen, d. h. Punkte, dic auf
der nimlichen Erzeugenden der abwickelbaren Fliche liegen.

Die Trisecanten (Erzeugende der zweiten Schaar) durch

die Curven-
punkte 0 und oo schnejden die I,

nicht mehr in reellen Punkten, da-
gegen schneiden die Trisecanten durch die Punkte + 1 und — 1 noch
zwei weitere reelle Punkte aus der R, aus.
Punkten 4, die Grenze bilden zwischen den
denen mit drei reellen Curvenpunkten, so liegen die Punkte der Curven-
stiicke p, b, 10, p, und Py b, —1b, p, anf Trisecanten der zweiten, die
der Curvenstiicke p, P, und p, 0 p, auf Trisecanten der ersten Art. Ks
ist das durch die schematische Figur 4 erliutert, worin die Trisecanten
(Erzeugenden der zweiten Schaar von H) parallel genommen sind.

Da die Tangenten in den
Trisecanten mit einem und



| Tweiter Fall: 1> a>0. Raumct rve 4. Ord. vom Typus IL
1 (Fig. 5w, 6.)

{ WogeDiC R:aumcurvc besitzt jetzt Vvier 1'eell‘e Wendepunkte,
gen die beriihrenden Trisecanten und die Curveupunkte !
* sind. i
|

il] ( . S
der Hauptebene imaginir Alle Trisecanten haben
R, gemein. '

nur ei .

- ¢inen reellen Punkt mit der Die Doppeleurve
T e riek . . . .
‘1b“lc\\elbnrenFlsiche1strcell,:lberme besﬁztkelncreelle

Spitze

Pitzen mehr; alle Tangenten der R, liegen ausserhalb I und

geschnitten. Die Doppelcurve A
gl

N W, Wy Wy Wy welche Pinch-
Die Stiicke 0, 0, und

1:&3;})”“ von z)\'ei '\\'eitcrcn
pointshdund driln?lt- Hinden 4‘1’unkte .
W, 10, dep ;’)r ab\vxckelbure‘n ljlii'che 'sn‘ull.
Bew;gt o 01?}>GIC)1\1'\'G verlaufen isolirt, (-:{-IO Stlickg u1 w, und 0, Wy reell.
sich (110.]§011-~-L‘m Punkt der I)uppelcux;ve iiber das atuck‘ w, Wy, SO bewegen
Forido s u llemgspnnkte der von 1]1m“:msgehcnden Erzeugenden auf %34
By Siclh m'r w, nach ”11/'3 resp. von %, iiber w, nach ;. An:t}og verh;'llt

it dem Stiick w, w, der Doppeleurve. In der Figur 5 ist - t

i
I |

{

i

|

(l:l/5

agy gewihlt.
3 Dritter Fall: 0>a> — 1} Derselbe fiihrt wieder zu einer Raum- !
‘urve vom Typus L it
curve 4. Ord. vom Typus IIL 1t

reelle Wendepunkte noch il
e Punkte in

Vierter Fall: —}>a>—0°. Raum
- Die Raumecurve besitzt weder |
¢elle beriihrende Trisec: ; : i ihr E
e ende Trisecanten, dagegen sind ihr |
o auptebene reell Jede Trisecante schneidet dieselbe in |
1 1 . s . . 5 {
9 rl“iellen Punkten. Die Doppelecurve ist ginzlich imagindr; i
e s . . s : ¢ ‘

angenten der B, liegen 10 Innern von H. Line beliebige | )

‘ !

Vl\ .

risec: 5 e . 5 5 . -

o ,;‘mtc zerschneidet die E, in drei Sticke derart, dass

mej risecante mit jedem der drei Stiicke einen Punkt ge-
1n ‘ T . . 3

1 ,.h“' Jede Ebene schneidet eine solehe R, mindestens
zwei reellen Punkten.

Wollte man niimlich annehmen, eine Ebene schneide die B, in 4

ima inii

= giniiren Punkten, deren Parameter: @ -+ if; 0~ if, 7 = 'iér Vi id :

in n . Pl E F . . . . K

dio Gw’gen sie miissen paarweise con.]uglrt imaginir sein — SO wiirde !

| : leichung 6) ibergehen in:

f «? 2 2 ‘o 2 ) | |
4B+ 0 1 soy=3a[l 4 @+ A0 + U, |

oder: (a 47"+ g1+ 0"+ @y + 1'= Sa (ot + a* 0”4 'y +
+ (14 3a) (14 @'

Eine solche Gleichung hat aber keinen Sinn, da links positive und

SN S 2
echts negative Grossen stehen.

|
[
1
1
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Raumcurven 4.0rd. vonm
Wir haben seith
80 drei verschiedene
werden lassen,

Typus v,
er den Hauptkegelschnitt

1
als reell angenommen unc
Fiille erhalten, wir

kénnen aber anch K imagindr
Damit werdep auch die Punkte Ty 7y v, ¥, paarweise €Ol
Jugirt imaginh’r; zwei Gegenseiten des von ilnep gebildeten Vierecks werden
reell, zwei Pagy Gegenseiten werden conjugirt imaginiir, das Diagonal-
dreieck ab e bleiht wiederum reell, Selbstverstindlich wird im vorliogb‘“d“_"
Falle auch das Hyperholoid 77 ung die Raumcurve 4. Ord. imaginir. Wir
brauchen diegen Fall nicht besonders zy behandeln, er kann vielmehr aus
dem Typus IIT qurel, reciproke Raumtransformatioy abgeleitet werden.
Die D, geht, wie wir gesehen haben, dureh reciproke Raumtransformation
in eine Raumeurvye 4, Ord. zweiter Species tiber, die R, geht dabei gleich-
zeitig in die Doppeleurve der abwickelbaren Fliche der neuen Raumcurve
4. Ord. iber. Wip erkennen daraus dag folgende. Die Raumkurve
4.0rd. vom Typus V igt 8anz imaginir, auch qas zugehorige
Hyperboloig und natirliel ihre abwickelbare Fliche, deren

Doppeleurve jedoon reell ist. Keine Tangente der Doppelcurve trifft
eine andere.

Raumkurven 4. 0rq, vom Typus IV,

Es eriibrigt uns nun noch, den Fall zy beh
4 Punkten der R, in der Hauptebene zwej reell
gindr sind. Dag Diagonaldreieck ab¢ ist hier
Gleichung fiir dje Punkte 7, », Ty

andeln, in dem von den
und zwei conjugirt ima-

nicht mehr reell. Die
s Nnimmt hier die Form

an:
) f (&, k) =F* S a Ay P k2t = o,
In Folge dessen werden hier ayel, die Gleichungen 7,....11, eine
Abinderung erfahren » die indessen

leicht anzugeben jst, Bedenkt man,

; k .k
, in 47 libergeht, weny man ;ﬂ! durch J;—‘ und @ durch

‘9 {

dass die Gleichung 4

ta ersetst, so sieht man, dass durch

die gleiche Substitution auch die
Gleichungen 7, ..., 11,

. /
henden Gleichungen 7 ..., 11/,
hrieben werden sollen.  Von den
wei reell, wie sich aug 7, ergibt;

in die entsprec
iibergehen, die jedoch nicht erst angesc
Wendepunkten werden jetzt ebenfalls g
ihre Parameter sind:

Ebenso werden zwej beriihrende T

risecanten reell, ihre
punkte erhalten die Parameter-

Beriihrungs-

+ Vsl L Voot
o Voa
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soluten Betrage nach stets grosser als
Eine Tangente der B, im Punkte
spunkte die Para-

Dieser Werth ist seinem ab
(}er vorausgehende fiir die Wendepunkte.
/. wird von zwei weiteren geschnitten, deren Beriihrung
meter
eiaVEViFBa A —al =1

9 .

)
14+3at

besitzen. IHieraus ergibt sich die gegenseitige Lage der Kegelschnitte K

und Z, wie sie unsere Figur 7 zeigt, (@ =

Die Raumecurve 4. Ord. vom Typus
Wendepunkte w, %,, swei reelle beriihrende Trisec
zwei reelle Punkte in der Hauptebene. Die Doppelcurve der
abwickelbaren Fliche von B, hat zwei reelle Spitzen Py P und
durchsetzt das Hyperboloid in zwei reellen Punkten @y, Wy,
welche Pinchpoints der Fliche sind. Die B, Desteht aus einem
Theile b, o b,, dessen Tangenten ausserhalb I liegen und die Doppel-
curve nicht treffen, und aus cinem zweiten Theile b w0, 0w, b,, dessen
Tangenten im Innern von H liegen und die Doppelcurve je zwei Mal
treffen. Die Doppeleurve gerfillt durch die beiden Pinchpoints ebenfalls
in zwei Theile; der cine liegt ausserhalb H und verliuft isolirt, withrend
der andere, auf dem sich reelle Erzeugende schneiden, im Innern von H
liegt und die beiden reellen Spitzen Py D, triigt; der letztere Theil geht
von w, iiber p, und dann iiber p, nach ,. Durchliiuft ein Punkt auf der
1_)0p1)01011rve das Stiick w, p, p, w,, so durchmessen die Beriihrungspunkte
der beiden Erzeugenden durch ihn auf R, die Stiicke w, by, by Py, Py 00,
respective w, 0p,, Py byy by s

Die Trisecante durch den Punkt oo der R, schueidet diese noch in
zwei reellen Punkten, die Trisecante durch den Punkt O dagegen nicht.
Es liegt demgemiiss das Curvenstiick p, b, 0 b, p, der R, auf Trisecanten
mit 3 reellen Punkten, das Curvenstiick p, 0 p, auf solchen mit einem
reellen Punkte. Dieses Verhalten wird dureh die schematische Figur 8

veranschaulicht.

1),
IV. besitzt swei reelle
anten und

8. 5. Specielle Raumkurven 4. Ordnung.

; Es soll hier noch auf zwei specielle Raumeurven hingewiesen werden,
die durch besonderc Wahl der Constanten sich ergeben. So fithrt der
T.ypus IV zu einer speciellen Curve, wenn die Wendepunkte auf
die beriithrenden Trisekanten zu liegen kommen, d. h. wenn die
Punkte w, w, respectiven mit den Punkten p, p, zusammenfallen. Die
Doppeleurve wird dann zu einer dreifachen Curve, indem durch jeden ihrer
Punkte drei Tangenten der R, gehen. (Fig. 9 u. 10.) Es gibt nimlich un-
endlich viele Dreiecke, die dem Kegelschnitt K umgeschrieben und dem Kegel-
schnitt Z eingeschrieben sind. Zum Beweis ist nur zu zeigen, dass es ein




solehes Dreieck gibt, dann gibt es hek
aus dem Punkte b, der L, die K in w
Male in W, 5 die zweite T
Die dritte Seite deg Drei
ist die Tangente im p
Dreieck ist also I
eines Dreiecks, q
Tangenten der B
schneiden,

anntlich unendlich viele. Dje Tangente
» beriihrt, schneidet aber Z yum zweiten
angente aus ,

an K fillt mit w, p, zusammen.
ecks p, w, p

1y von dem zwei Seiten coincidiren,
unkte p, von L diese beriihirt aber K in b, unser
um- und L einheschriehen,

Den drei Seiten irgend
as K um- und 7, einbeschrieben ist, entsprechen nun drei

o die sich in dem niimlichen Punkte der dreifachen Curve
Demn je zwei ey drei Seiten schueiden sich auf L, die ent-
Sprechenden Tangenten der R, schneiden sich also ebenfalls; da aber drei
Tangenten der R, niemals in einer Ebene
sich je drej Tangenten der R, , die den
sprechen, in einem Punkte. Die dreifache Curve muss ein Kegelschnitt
sein, da sie der Specialfall einer Doppeleurve von der 6. Ord. sein soll.

Ein Zusammenfallen qer Punkte w, w, mit den Punkten p, p, tritt
€in, wenn man beim Typus IV a = Vi setzt, wie man dies ja leicht
durch Gleichsetzen der Parameterwerthe dieser Punktepaare ableiten kann.

Die Raumcurve 4. 0rq. besteht — wie bheim Typus IV — aus
einem Theile b,ood,, dessen Tangenten ausserhalh I liegen,
und einem Theile b, w, 0w, b, dessen Tangenten im Innern
von H sich befinden. Die abwickelbare Fliche
dreifachen Kegelschnitt in der Hauptebene,
W, durchdringt; in den Punkten dieses Kurgclsclxnittcs, die
im Innern von H liegen, schneiden sich je drei
gende, durch die anderen Punkte de
Erzeugende. Bewegt sich ein p
Reihe nach die Curvenstiicke b, w
liuft, dann gleitet seine T

liegen konnen, so schneiden
Seiten eines solchen Dreiccks ent-

besitzt einen
der H in w, und

reelle Krzeu-
sselben gelit je eine reelle
unkt auf R so, dass er der
1y W 0wy, w,b,, b, 0o b, durch-
angente an dem dreifachen Kegel-
schnitt entlang, indem der Gleitpunkt auf
Stiick w,w, imInnern von H durcheilt,
sich wieder nach w, zuriickbew
um dieselbe Strecke zum dritten
die Fliche H zu passiren und
nach w, zuriickzukehren,

Bei den Typen I, I, III kamn ejn solcher Specialfall nicht ein-
treten, da die Punkte w; und p; nicht gleichzeitig reell sein konnen.  Is
kann hier indessen ein anderer Specialfall entstehen,

indem zwei Wende-
punkte zusammenriicken., s soll nun der Specialfall niher betrachtet

werden, in dem auf der R, zwei Mal zwei Wendepunkte zu-
sammenriicken. Er erscheint als Uebergang von den Curven vom Ty-
pus I zu denjenigen vom Typus II und tritt 5, B, ejn fiir a = 0, indem dann
die Gleichung der Wendepunkte f, 2 k= 0 wird. Aber auch die Gleichung
der Punkte ;, sowie der Punkte p, wird die

diesem zuerst das
danninew, umkehrt und
egt, hier abermals umkehrt,
Male zu durchwandern, dann
auf dem fusseren Curvenstiick

nitmliche , was folgendes




pesitzt zwel osculirende
n 0 und oo, die wir als Streckungs-
lier drei consecutive Punkte der B, in
Die Strockungslnmk’fe entstehen durch Zusammen-
Die R, ist hier nur noch von der 4. Klasse,
inen beliebigen Raumpunkt zwei
durch die Streckungstangenten,
enthalten. Die Tangente in
Tangenten der R,

e . B -
desultat liefert. Unsere Raumecurve

Trisecanten in den Pun kte
punkte bezeichnen, indem
gerader Linic licgen.
riicken zweier Wendepunkte.
da von den 6 Sehmiegungsebenen durch e
in Wegfall kommen, piimlich die Ebhenen
diec ja auch 3 consecutive Punkte der R,

te zihlt fiir zwei consecutive
Riickkchrkan’re der abwickelbaren Fliche
dieser Fliche, der ja von der 6. Ord. und
tzt 6 Spitzen — die Schnittpunkte mit der
n — hat also nur noch 4 Doppelpunkte.

tzt eine Doppeleurve 4. Ord. und

einem Streckungspunk
sie ist demnacheine
der R,. Ein ebener Sehnitt
vom Geschlecht 0 ist zeigt je
R, und den heiden Riickkehrkante
Die abwickelbare Fliche pesitzt demnach je
4, Klasse, dic also von der eleichen Art wie die R, ist, sie weist also
ehenfalls zwei Streckungspunkte auf; Streckungspunkte und Streckungs-
tangenten der Doppeleurve gind mit denen der R, identisch. Es riicken
ja im vorliegenden Falle zwei der punkte p; und damit zwei Spitzen der
wie sie beim Typus I auftreten, im Streckungspunkte zu-
Riickkehrkante ab und die noch restirende

Punkte mit derselben gemein.
Besitzt die 1l ungspunkte, go ist-die Doppel-
abwickelbaren Fliche von der gleichen Art wie
sie selbst, sie besitzt die gleichen Streckungspunkte und in
ihnen die gleichen Tangenten, die fiir die abwickelbare Fliche
te theilen die R,

Rilckkehrkanten sind. Die Sfreckungspunk
und die Doppeleurve in zwel Theile. Durchliuft ein Punkt den

einen Theil der Doppeleurve, 80 durchliuft jeder der Beriihrungspunkte
der beiden von jenen Erzeugenden einen Theil der I,
Die Bewégung heginnt pkten in dem nimlichen Streck-

ungspunkt und endigt im

Doppeleurve,
sammen , dabei spaltet sich die
onsecutive

Doppelcurve hat drei ¢
swei Streck

curve ihrer

ausgehenden
bei allen drei Pu
andern. (Fig. 11.)

v R, in die Doppelcurve.

wnder transformiren,
einen in ein bestimmtes Polarte-
r der Ry, die auf H liegt
noch eine zweite .
‘p¢'d* und dem
¢h eine lineare Transformation
enfallen lassen. R, und R
archstosspunkte der Kanten
s zugleich erreicht werden,

Die 'I'rmlsl'm-nmlioncn de
der Art in eing

§. 6.
Gr. kanm man
larfctr:x(*der der
Ist demnach ausse
der abed besitzt,

en Tetraéder @

Zwei Flichen 2.
,i dass ein beliebiges Po
‘ traéder der andern iibergeht.
1'undzuncnta\e Tetraé
mit dem fundmncntal
g0 kann man dur
und H zusamin

und das fiir sie

derartige Curve R
Hyperboloid H' gegeben,
! a' b etdt und H mit abed
haben dann 6 Punkte gemein, pimlich die D
{ da, db, de mit der Fliche 1} dabei kann €
+

bt i




dass R, und R, die nimliche Schaar
solehe Curven R, ung B, selmeiden sieh aper stets in 6 Punkten, haben
sie also mnoch einey weiteren, siehenten Punkt
véllig identisch, Dieses tritt a1y, ein, wenn
Punkte in ey Hauptebene gemein
die Coilstaute, die in der Gleichun
Da aber die Constante in qep G
den reciproken Wert], besitat,
in einander transformirhar,
punkte — iy ey reducirten

. alho Zwel
von I zu Trisecanten haben. 7

gemein, so werden ’10
sie einen, und damit vier
aben, oder mit anderen Worten, we.ljn
g 4) auftritt, bei heiden diosvll?c‘.‘“‘:
leichung 7), die die Wendepunkte liefert,
80 sind die Curvep R, wnd R, =1“‘5l" d:\lll“
enn die 1":1r:une’rerglcichuugcn ihrer W ‘f”‘u_
Form 7) — gie niimliche Constante "Clgm](:.
Daraus schliesst man dann weiter, zwei Ragy meurven 4. Ordnu n:
Zweiter Species sind in cinander trunsformirbar, wenn (_1«'1{
Doppelverhéiltniss der \\"endepunkte beibeiden das :_,"luich)(-, is

Aus einer B, wird dqurel reciproke Raumtransformation eine I\:um;-
curve 4. Klagge und umgekehrt, dey Wendepunkten der ersteren C.“,é'
Sprechen dabei dje Spitzen der letzterey Nun ist aber die U“lnwlcm‘xl_
D, eine solehe Carve 4, Klasse und ey liisst sich zeigen, dass das 1)01))‘1)0.1—
verhiltniss qep Parameter ihrer 4 Spitzen gleich jst demjenigen de’i‘} ‘lf‘ll
meter der 4 Wendepunkte von B,. Hat man némlich zwei rationale Curve
(etwa zwe; Geraden), die zwei~zweideutig auf ¢in
gibt es auf Jjeder vier Punkte, fiir gie die heiden
auf der andery zusammentallen ;
verhiltniss der vier

ander bezogen sind, 50
entsprechenden I)ullktle_
es ist aber bekannt, dass das DOP};(‘:_
ppelt entsprechenqen Punkte fiir beide Curven (‘lli.e
selbe ist. Rine R, und gie Dy ihrer abwickelbaren Fliche haben t(rc
Punkte w, unq Pi gemein; erstere sing fiir die B, Wendepunkte, 1Otzé(:1t-
fir die D, Spitzen.  Einem Punkte w,, betrachtet als Punkt der 7 7“ o
spricht auf der B, wiederum der Wendepunkt w; und . zwar dOp.l.)Clt ﬁic
zihlt; einem Punkte b der R, entspricht auf der D, doppelt gezih ( @
Spitze p..  Demnach ist das Doppelverhiltniss dey Wendepunkte i "f'ﬂ 1cﬂcit
auf B, oleich den der Spitzen Py Py pyp, auf Dy und es muss vierT ol
proke Raumtransformationen geben, welche d‘ie I, in i
Doppelcurve ihrer abwickelbarey Fliche iil)crﬁil,r"'"',1,-(-]1011
es vier Transformationen geben muss, erkennt man aus den %,U)’])\)
Werthen der Doppelverhiltnigse (W, w, w,w,) = (p, p,p,p,) =”(]/'* Z; 114 131,
=B 0,0,p,) = (2,2;9;p,). Bei den Curven 4. Ordmmgivg.lll 1)’%" eé“cn
IIT oder V sind djese ’l'ransf'ormationen offenbar imaginir, da r]‘ bei
Punkten der einen Curve imaginire Punkte der andern entsl‘)rechelr,ceue
den Curven vop Typus IV sind zwei derselben rc'c.ll (m.de:.ll

Punkte beider Curven einander entsprechen) und zwei imaginir.

cada ale
. . . ; N fir sie fundament
Die R, und gje Dy besitzen beide das gleiche fﬁ}' AL R
i . i siproken Transformationen miisse
Tetrasder abed, die erwihnten reciproke it i i
- : e At A finder .
halb so beschaffey sein, dass sie dieses Tetraéder unge

f das
. ; : szogen au

i x, g ie aten eines Punktes der L, be

hiernach L%y 2y 2, die Coordinaten

]
A ———



egungsebene der D

¢ die einer Sehmi
vier reciproke

I]\
etradder .
) wder abed, und o', ',
)CZOoe - . S ; s
gen auf das gleiche Tetracder, S0 cibt ¢8

Il‘

T f . S
wnsformationen:
» —— i

r, = C Wy

nen der Dg ver-
vier Spitzen and fiinf weitere Punkte
13 Punkte mit der D, gemein,
n ]{:1muh'ansformnﬁonen lehren
henen der R, eine Fliche
der D, eine
heider

a =, =0 w,, =70 'y,
(\]\,lnengl(;ll)““kt“ der I, in di‘e S(:hmiegnugsebe
der D ’ Lf‘%f man Vdnrch die :
entl :~]“ eme Fliche 2. Gr., ¢ hat diese
“ns‘(‘1“1:‘”(11“:\'(-.11)0 also _f_":ul.z. Al)ic 1'.ouip1'0ko
2. (ir‘ 1,] ,\\.‘.:]t(”‘7 dass die Sch 1'1110*1.:1111:;.5(!
:lnd(‘.r(. ('ll‘“'].”'(?“ llnq dass die bchnnognngscl.)mwn
, Fliche 2. Gr. tangiren, wihrend die Punkte
Flichen 2. Gr. liegen.

Cur
eve anf : .
ven auf zwel weiteren

enbestimmung der 12, und der D
und Schmiegungsebeneu durch

P:muncterd:u'stellnngz;
Sehnitteurve von

& 7. (Coordinal

S
Um eine Darstellung der Curvenpunkte
der fritheren

Coordi
‘oordinaten zu erzielen,
aus. N 9
Die Parametergleichung ehenen

H war:
whk + B — (yk + Nk =0,

sy 0 konnen

gehen wir von
einer beliebigen

Bcstimmungssh’ickc
pun Coordi-
=0,

Jezu als

die GTe s 5
Verhiltnisse: «: 3 also gerac
Das Tetraéder abed se
Coordinaten %

?]ellt'cﬁb Cnfs dieser Curve dienen. .

- _] etraéder, die Hauptebene abe habe die

(f =0, =0, 4, = 1 und die [Ebenen abd, acd, bed, respective die

‘f’“rdillntion: 1,0,0,0; 0,1,0,0; 0,0,1,0 Die Gleichungen dieser

vier Ebenen sind aber der Reihe nach: F—k =20, 4+ k=0,

kW —1=0, k¥ +1= 0, die zugehdrigen Constanten ¢, B, 7, 0
Werthe: 1, 05 0, 1;

haben also fiir diesc Ebenen der Reihe nach die
1, 0; 0, 1s.e 05 0. Vergleichen wir diese
o erhalten

1

O 0, 0, —1; 0y ~1s 2

‘onstantenwerthe der einzelnen Ebenen mit ihren Coordinaten,
wir die Beziehungen:

u, = ({3 ot }’)7 U, == (e '+' 6)7

(i/)) + 7)7 t
, die Gleichung annimmt ¢

() .
12) u, = (et —- ())’ e =
ncnurdinatcn

wiihrend das Hyperboloid I in Bbene

18) u," + ' Bt w,’ =
In der That liefert die Gleichung 13) die Beziehung: wd — By = 0
@k + B) — @k + k=20

e Sclmittcnrvc:
ihre Eben

und diese dritckt aus, dass di
auf H reducibel wird; 4. h. dass ¢ eine 'I‘angontialebenc von
H ist.
Zwei Erzeugende J und & von H bestimmen aber nicht nur einen
) it 2 me H
Punkt, sondern auch eine Ebenc W jeder Pangentialebene von
ngspunkte peilegen. Eine

I {die gleichen Parameter wie ihr

W wir wollen
em Beriihru




stanten ; 1, 0, 0, 1;

lineare Gleichung (c1; i)
ebenen dureh einen fe
ist dieser Pupkt ch
gleichen Constante,

Wk + op — 0 stellt jetzt alle T:mgu”.t,“-lld
sten Punkt dar; durch qje Verhiiltnisse «: (87
arakterisirt, Pol ung Polarehe
1oauf.  Speciel] sind die P
L0550 04

. . ach die
ne weisen ]norn(u/h('
e Con-
unkte deba dqureh die

'Yy =1, —1, 0 und 0,1, 'Ml’o(?

respective bestimmt, wihrend ihye Coordinaten 0,0,0,1;1,0,0, X

9, 1, 0, 03 0, o, L, 0 sind. Daraug ergeben sich die Bezichungen':
14) o

und die Gleichung des Hy

unter Beriicksicht;
welche die Bez

Ua) 2, = p 4 g

— @4y Ew — 1) +
Einfﬁhrung dieser
wie es sein muss,

indem map den Wert, von k' ay

.

Pol der Hauptehene proji

ein beliebiger P

oder:

1:—\(0“(’), -’l"g:(ﬁ“*‘?’), ‘T.’;:(f/

perboloides iy
15) 2 4 T, — g?
ung der Vory

gung der Gle
ichung zwisehen

Speciell findet man fiir ¢j

—7, ay=(+9

Punktcuordiuntmu
8o
St .
i i . S ierbei
Die Bestimm eichen vop Ty x, @, x, erfolgt hi
ichung rou, -
Pol una py

. = 0
Jf2?£o — “',‘J“’s —_ .147L4 ’
arebene vermittelt.
nen Punkt 7 von H
L o T Id 2
‘L‘a =15 bl 1,

die Coordinaten:
L
x3=]c];'+l, x, =1k — k' l
) (1 k')
g ak +p VEE — 0k = ¢ — (et — 0) (F +ﬂ_r
(ﬁ — ) kK - 1) (ce + ) (b — ) g(:llt Ill—l .
Werthe iiber in:" g it U+ a,u, 4 xu, =0,

Denn die Gleichun

Ein Punkt dep R, mit den Parametery k,

e A o e R 1;
-‘c‘lh —_—
16) ‘Z‘u‘lh 1

e AR

(14 3a)7 (k* 4 1),
.’v8=kk’+1=(l—-3a)k(k2~l)
= k* 4 6alk? J- 1,

s der Gleichung 4)

k* erhilt die Coordinaten:

)
Ly=Jp —

entnimmt.
Hieraug ergibt sich djeo Gleichup
cirt:
17) 1 — 3(1)29012:{:2”

Zieht may im

ie R aus dem
g des Kegels, der die R, aus

rmd § i 3a)*z 2y
Punkte bk, der R, die 7
unkt derselpep die ¢

(li‘g;;';+l2g\%j~)7 i:l, 27 37 4;

2 p I 8
s —42,'2 =0,

angente, so hat
oordinaten:

)
l

=4lpd) k,®4,)
18) | A=~ + 30)[1 1 (3 ESok bt g ki (3%, + k%),
Zyr= ' (1—=3 a) [4, k, (

SRt~k — Ak (8 bt —1"),
To=4[d K (k* 4+ 3ak,? 4 Dy by (k)2 4 3ak,*)

8
[
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. Diesc Werthe findet man a3 16), nachdem man fiir & den Quotienten
| P . . e ot
.t k, eingefiihrt hat.
s ) . .
> Fiir einen beliebigen punkt der gehmiegungsebene im
Cun s oo T N ; \ .
kte &, :k, der K, kommen di€ Coordinaten:
[}., i ((:‘ZJ'i ) A i Bz-l’i L9 Bz.l‘i :
1h gr e T (A, 1ty + /"‘“‘)[Tfflf, + Al bl 32 i=1,2, 84
wo A - i . s s
Sel ot Ay und g 0 beliebige Grossen gind. Die Coordmaten einer
““‘eg““gscbunc sind:
Tt . 2
i Z, a .Z* &
| 3%, o, |
| a2 |
0 &
TRRTIERTRE Ml i . b
ok, 0K, [‘
| |
al
(=t I
| a7. 2 i *
oder: || 8%,
|y == 1 —9a k1 — 2ak?),
" 2 \ .2
g |e= U7 s @t — Dew +1 Lo+ 20k
/ . . > .2
= 0 ap @+ D@+ VT 51— 2008
lu,= (11— gat) k& — 1
Alle Schmiegungsebenen periihren die Fliche 2 Grades:
41 +30) u="0.

s (1— 3a)®
e und Sclunieguugscbeuen zu
unkte der R, in Quadrupel

hung 4 Grades

92 2
20) 4u’+ (1 + 3a)®

Um die Coordinaten spec

besti : bl o
timmen, erinnern wir uns, dass gich die P
r sich aus einer Gleic

anor
nordnen, deren >aramete
a1yt opk?=0
ergeben, wo p eine beliebige (lonstante ist. Die punkte eines solchen
linearen Tra psformationen der R,

Quadrupels vertauschen gieh bei den

in sich. Aus 21) folgt:
= 217/.'2, [ k ‘/21) £

ll'4 + 1
st - h6) ergeben gich als Coordinaten der Punkte
des Quadrupels: — 9
o=V T Ver 2
99) 1 z, = Bl 3a) V@,ﬁ’
e, = 1—3a Vzp’—?;
|
g == 2p e 6%
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Ebenso finden w

gul\
|
|

(1—9a) 113y
wie in 23)
reh die
unkt gelten iy, alle

Sowohl iy 22)

des Quadrupels du
lichen p

. 1
Setzen wip nun p = -

Punkte vop nR,:

2(1 4 343,

endee

und alg Coordinaten der

K

| u,
25) ’ 2
|,

[uiz (1 == 0ah
27

Setzen wir die Constante P

die Coordinatep der Punkte b,

P4 =1+ 3,42

Ist endlich p — 3¢°—1

der B, in qep Punkten bbb, b,
| Vl

V1 Faya

76 R Va

: U, =

27) | %

B

=

=

|,
Nimmt man in 26) yyq 27
ziehen sjel die Coordiy

némlichen Erzeugenge

atenwert
D von H jje
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@’ S0 erhalten wip

+

92q 2 80 finden y
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a*— 1842 __ 1

. i WIT
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»}—‘d Vf~(t ;
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Vi -8,

=Vt gi
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+ Doppelcurve D,
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zu setzen. Die (loordin
imaginires
utcntctmi‘d«-
llen Lcken

16)

Tetraéder pezogen:
tellen, das o

r herzus
and die peiden reellen

:1’(01)\\'@1‘“10

und sind auf ein

und ein reelles Coordin

abed nur die beiden T€€

gemein hat, ersetzen wir:

¢ durch 7 e

. pooduareh L
V2

2,520 Z,
Uy +,1 “J! g

1
und U, b C .
1 w2 Uyt Uyt T durch % : V9
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. icht ecindert,
Hierdureh wipq die Gleichung des Hyperboloides 71 nicht 8¢
dagegen erhaltey die ¢

; s s der 12, die Werthe:
oordinaten eipes Punktes der R, die \

1 ro=J' 41 3

162) | %= —k[(1 + 3((:/;;- (Il 8 r/)!,
To= B[l —3ak 4 3 T 3a),
P

I = + 6ak?— 1,
Die Aenderungen,

die die ibrigen G
sollen sje hier

nicht w
Von dep Trans
ZWei reell,

; sind analog,
leichungen erfahren, sind a
doch

eiter hingeschriehe
formationey der I,
ilre Gleichung

n werden,

r jetnt
i die Doppeleurve sind j
¢n werdey -
/
L [ i o — ’H])’Il:7
= % = By, —du', 2 — Au, :
28D)

9

Wo: d=1V7 Victa iy Vi

T
und 4 B — P

—" i8f;

Der Typus 1v lieferte fiir o — VI einen Specialfall, in dem ;};Z

abwickelbare Fliche der R, einen dreifachep Kegelschnitt besitat. P

Parameter gep Wendepunkte w; dieser Speciellen R, sipq - +V+2— VU,

sie liegen in qey Hauptehene ypq fallen mit ey Punkten p; zusamm 5

Die Punkte b, erhalten gjo Pammefer: iViZL } Die Gleichung
des dreifachen Kegelsclmittes ist:

Z, = 0, ?'712 s ‘l mzz + '.lé"‘:az =+ V3 Lo Ty = 0.
Diese Gle

ves 1
. . A ; 3 . 9 fiir der
ichung ergibt sich, indem man die Gleichung 20,

Typus 1v umiéindert ypq dann dije 7y

ansformation 281) ausfiihrt unter
der Amnahme ¢ — 3. Kten
Die auf qep Specialfall qep B, mit sye; Sfre(:l\'llll:{f*l""',"' o
beziiglichen Gleichungen ergeben sich gy den allgemeinen, fir die Typ
I, 11, 1 giiltigen, indeyy m
darauf eingegange

P
s 1 weite
M8 ==0 selrt: os braucht hier nicht
I 7Zu werden,

§. 8.

bie einzelnen Modelle,

. Modell.

Die Model]e
Erzeugendey der
riumlichen g
Doppeleurye
die Constante

R, mit 4 recllep berithrendeny Trisccanten.
wurden, so it
abwickc]baren Iliche
chsecken anordneten, |y;q
und es kaup die Aufg:
a 80 bestimmeu,

5 ; ; ass sich die
ﬂmnlu:h, S0 eingerichtet, dass sic

— die Tangenten der I, "’dll;
Ecken derselben liegen auf -‘)‘H
e 50 aufgefasst werden: man h-(.h
dass man Sechsecke erhiilt, die zugleic

_—



SR

1hcscln‘iebcn sind.

dem K
{eoelschni - . . :
Gibt gelschnitt A um- und dew l\cg‘clsclnntt L en
h CS .' \ ~ » " . . .
ein solehes Sechseck, 50 oibt €3 pekanntlich unendlich viele, d. I
¢ und 6 in riumliche Sechisecke

1 dem Kegelsclmitt
ankte 0, so muss

im Punkte V3a

alle T

an Pangenten der X, ordnen sieh 2t

an.  Sind 7, T A ‘
W7, T, 1o <olche Tangenten v

L o
einbeschri “
heschriebenes Sechseck b und be

on K, die el
piihrt 7 1w P
ann nach 9)
und Ty im Punkte

ilden,

T .
4 1IN P b .. o
unkte oo beriihren T, periihrt d
und 7 i >} y— 1
, im Punkte — V3a. T tangirt im Punkte V/?:
3a
. 1
T — m r & . " . .
r, und 7, milssen sich aber auf L sehneiden, ihre Parameter

V3a
miisser
also die Gleichung 9) befriedigen- Dies ¢
o
94 V5

9(12 e 5
12a¢ — 1 =10 und damit: ¢ = 3

rgibt die Gleichung:

ad die Kanten ad,

ferne Ebene u
a durch

H gewihlt worden, was j
den kann. I hat die Gleichung:
perboloid. Die Binheit ist gleich

Modells petragen 90 em zu 20cm

Is unendlich

Die Hauptebene ist a
pcrboluides

Ud s .
lim, ¢d sind als Axen des Hy
are Transf i . .
5 + ‘)1 ransformation stets erreicht wer
5 y: — g° o sl
Y 2 1="0 und ist Rotationshy

3¢
m ege 3 .
genomnien und die Dimensionen des

zu 18 em.,
Il. Modell. 2, mit 4 reellen \Vendepunkten.
k der vorher peschrie-

Bilde r M y det
Sibie Silden wiederum 7y I S Sechsee
i . 2 L :

Art, und periihrt 7} wieder K 1m punkte 03 8° muss T, wegen

der 8 .
Symmetrieverhiltnisse entweder im Punkte & oder 0 tangiren. Ersteres

ist hier ni
hier nicht moglich, €3 pleibt also nur das letatere iibrig. Das fiihrt
g s Ly T,, und da der

zu dem See S i AR e
Scl”’iﬂl)l;;(l/(lth\t-:;l\ ’j" ’ d ,Tls-'f* F;IA ;‘]1111 )’cmfﬁ 71111"‘ audererseits 1 icht
i n 7, jm | einerseits auf 1 .](D‘ju I bb.’,‘ s 1;1 its
e (lc'.f‘((,r. Bcruhrungspuukt anf K- 861 kann, so 18t ieser u]?kt
r Schnittpunkte vor K und - Die Tangente der R, 1m
jinden Wendepunkten;

Punk
nkte 0 trifft also awei dor'l‘:lngenfen
Tangente ;m Punkte & Der Beriihrungspunkt von
dieser Punkt chdcyunkt sein, SO folgt:

T oy V5
V eiyiigders: A7 i

E;lﬁichc,. gilt fiir die
4y st aber szt und soll

3a = -
a == V3]
. Die Hauptebene ist wieder unendlich fern und auch H und die an-
ern Dinge sind wie bei Modell I gew:’ihlt.
in der Hauptebene

Il. Modell. R, mit 4 reellen punkten
92— VE :
L geuommen; Sechsecke gibt

Hier ist die (onstante @ =

PO k
st
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5 : : ; ‘ ide ie andern Ve
es hier nicht, da kejpe Tangente eine andere schneidet.  Die a

hiltnisse sind gie gleichen wie bei ey Modellen T und 1I.

SRR TN dr(}i
Die Modelle [, 1 und I sind symmetriscl in Bezug auf die
Axen des Hyperboloides o,

IV. Modell.

bcriihrenden T

B, mit 2 reellen Wende
risecanten,

Da hier die Tangente qer R,

coireellen
Punkten und zwei rec

S amgenten in
im Punkte o die beiden Tangen iten

: S o - der Tange!

den Wendepunkten nicht treffen kann, ist eme Anordnung der Tang

Ke
in Sechsecke nicht moglich, dagegen wiire eine Anordnung in “\("htl(;;:::
méglich,  Hier ist, um fiir gje Rechnung einfache Formeln zu erhalte
@=1 oesetst, s Kehl-
Das Hyperboloiq 7 ist wieder Roiatiunsﬂsiche, die Ebene .s'o,mcl,s‘t !
kreises ist gyp Hauptebene gemacht.  Die abwickelbare Flii‘u‘]l(f ‘:rwm
noch in Bezug gy¢ eine Axe symmetrisch, Die Einheit betrigt hier 2,
und die Dimensionen qeg Modells 20 ¢ 5y 20 em zu 19 em.
i V. Modell. 1
! Dieses Model] 1,
ist wie diese in Bezuy
« heit ist wieder 3 cm,

mit zwej Streckuugspunkten.

3 und
ildet den Uebergaug von Modell I zu M“‘l“”_u Bin-
g auf die drei Axep von H symmetrisch. 1)'?’)0 .
die Dimensioney des Modells sind 20 ¢m : 20 cm : 2

V1. Modell. B

deren abwickelp
fachen K egel

sehnitt besitzt,

Das Hyperbolo;
wihlt, dafiir igt
kann dieses d
Zix, =z

&

v rei-
are Fliche einen d

d H ist hier nicht mehr
der dreifache Kegelschnitt
adurch erreichen

: irboloid ge-
als Rot:mmxsllyp(,rlml( \IOqH
als Kreis angenommen. -

o=
s Z,0 V2 2y =Y
dass mapy Toizy=ux, z,: 1 e 0

setzt, dann wirg die Gleichung von H: z?— 247 274
und die deg dreifachen Kreises: » — y 2% 4 (y Vi —2=o. die
. . . . = ym
Die Dimensioney des Modells sind: 20 em 4y 90 em zu 18 em,
Einheit 3em; es ist nyp in Bezug ayf eine reclle

VIL. Modell,

Species,

Axe symmetrisch.

f4n
:: i rcltb
Raumeyry, 4. Klasse, 6, Ordnung, zw

Solche Curyey erhiilt man quyep, Anwendung einer reciproken K:”;Llil
transformation auf die vorausgehendey Curven, und zwar ist hier 3\[.0( ,ﬁ
VI alg Ausgangspunkt BeWihlt worden, 1), beim Modell VI sich je drei ,";(H,
drei Tangentey, der B, in einey Punkte des dreifachen Kegelschnit 4,"
schneiden, 80 liegen hier je drei und drej 'Pangcnten der Raumecurve *

Klasse in Ebenen, die giney Kegel umbiillen, Beim Modell VI bestimm?
Jjede Tangente deg dreifachen Kegelschnittes mit
rihrungspunkte an die R, gezogenen Tap
hier beriihrey Jje drei l*lrzeugende,
in drei Punktey einer M

. je-
den drei aus ihrem 1n.
nlieies s schenell
genten drei Schmiegungseber

Ry : : < Kegel
die in einey Ebene liegen, jenen Keg
antellinie, die qe

> . shoren,
T Raumeurve 4, Klasse angehd
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6. Ord. liegt also auf
in drei, theilweise in
Ihre abwickelbare

ve 4. Klasse und
sie theilweise

wei Spitzen.
e eine specielle Raum-

Jede Pangential-
drei Erzeugenden
jene Erzeugenden
unkte sind. Alle
) der abwickel-

Unsere specielle Raumeur
Mantellinien
sie besitzt 2
als Doppeleury
sie Modell VI zeigt.

are Fliche ausser

01_110111 Kegel, dessen
C‘ln em reellen Punkte trifft
Fliiche ist von der 6. Ord. und hat
curve 4. Ord. zweiter Species, wie
ebene des Kegels schneidet die abwickelb
noch in einer Curve 3. Ord. mit Doppelpunkt; fiir welehe
ihre Punkte auf dem Kegel Wendep
Kegels, die drei reelle Erzeugender
baren Fliche enthalten und also ihre Doppeleurve in drei reell auf ihr
f’el‘l:mfenden Aesten schneiden, schneiden dieselbe ausserdem noch in einem
isolirten Ast. Denn dic erwihnte Curve 3. Ord. hat dann drei reelle
Wendepunkte, ihr I)oppc]p\mkt ist also isolirt.  Alle T:mgentialebenen des
Kegels, die nur eine reelle Erz abwickelbaren Fliche enthalten

und also einen isolirten Ast der gchneiden diese

ausserdem noch in einem reell auf Denn
rve 3. Ord. hat nur einen reé
punkt kann also Die Doppeleury

Fliiche beriihrt den Kegel in den beiden Spitzen der R
usammen.

ihre Tangente daselbst fillt mit der Spitzentnugente z
r R, vom Modell VI treten
Es ist

Die Coordinaten der Schmieg

hier als Coordinaten der Punkte der Raumcurve 4. Klasse auf.
dann z,: %, =%, T’ 2 a, =Y, %' V2 @, =72 gesetzt; die Raumeurve
4. Klasse liegt jetzt auf dem Kreiseylinder: 2+ v g2 = 0,
withrend ibre Schmie das Rotationshyperboloid: z
924 1=0 periihren. auf eine reelle

Wendetangenten und
m .
Pangentialebenen des

eugende der
Doppeleurve schneiden,
der Fliche verlaufenden Ast.
ellen Wendepunkt, ihr Doppel-
e der abwickelbaren
aumeurve 4. Klasse,

dic genannte Cun
nicht isolirt sein.

1gsebenen de

gungsebenen 32yt
Das Modell ist nur in Bezug
orm der Kegel
kte projiciren.

Axe symmetrisch.

Bei allen Modellen sei noch auf die verschiedene F

die die I, aus einem belicbigen Raumpun
age des Raumpunktes, SO sindert sich die Form des
punkt die abwickelbare Fliche der R,, 80 indert
an die B, ihren Charakter, indem
or umgekehrt. Dabei heisst

hingewiesen ,
Aendert man die L
Kegels. Passirt der Raum
eine der drei l)oppolsecmlt

sie aus einer reellen zu eine
eine l)oppelsecante kurzweg reell, wenn sie die I, in reellen Punkten trifft,

gie zwar reell ist, aber die R, nicht in reellen
mpunkt die abwickelbare Fliche, die von
den Doppeltangentialebcnen der I, umhillt wird, S0 werden zwei reelle
])nppelsccmﬁen conjugirt imaginir oder amgekehrt. Bei der Realitiit dieser
abwickelbaren Fliche — der sogenannten Doppeldeveloppabeln von B, —
haben Wit Raumpunkte mit drei und solehe mit nur einer reellen (oder

isolirten) I)oppclsecante; die Doppeldeveloppable ist aber zugleich mit der
Doppeleurve D, reel So gibt es beim Typus I aus

aumpunkte dre , denen eine isolirt aber keine

en aus ihm
r isolirten wird od

dagegen isolirt, wenn
Punkten trifit. Passirt der Rau

1 respective imagindr.

jedem R i Doppelsecanten, VoI




imaginir sein kann.  Beim Typus
soleche mit drej isolirten
ist. Die R, deren
sitzt,

V gibt es Raumpunkte mit ciner .l“;‘i‘l
I)oppelsecanten, wihrend die R, ganz imz'xgm“_
abwickelbare Fliche einey, dreifachen Kegelschnitt b?t
Projicirt sich aug den Punkten desselhcn, als Curve 3. Klasse 1'11]()
drei oder einer reellen Spitze; im ersten Falle besitzt diese Curve 011“
isolirte, i zweiten eine reelle I)oppclfangente. Diese Bemerkungen ‘f”’é’fl_
zur Orientirung geniigen, an qep Modellen selhst kann man leicht die 11
teressanten Uebergiiuge verfolgen.

Dresd en, Mirz 1899,







