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einer Schaar von Flichen hat man urspriing-
Artbegriffs, man wird jedoch
iedenen Gruppen mit mog-
die verschiedenen Speeies

3 Bei der Eintheilung
ich villige Freiheit iiber die Definition des
;‘) eintheilen, dass eine Trennung der versch
ichst wenig Schwierigkeiten verbunden ist und
recht L:!mr:tkferistische Unterschiede in ihrem Ausschen zeigen.
i m‘;ill“:C'ilrnthozluu;:sprincip, welches .diesc Eigenschaften mit sich fiihrt

s zu Grunde gelegt werden wird, gehthervor, wenn man alle
welche sich dureh continuirliche
ander tiberfithrenlassen, ohnedass hier-
er Singularitit oder die Aende-
dureh hohere hin-
wurden in

Flichen zusammenfasst,
Deformation inein
bei das Ueberschreiten ein
rung etwa vorhandener Singularititen
durch nothwendig werde. Die Flichen dritter Ordnung
S(.’101101‘ Weise classificirt von Herrn Klein!) und dem Verfasser 2); eben fiir
d‘“"“‘e Flichen stimmt die so gewonnene Eintheilung fast ausnahmslos mit der
Bulfl:’i[iisuhun 8) nach der Realitiit der Geraden und dem Auftreten von Singu-
I‘ﬁjlffiten iiberein; sie ist auch fiir die analytische Behandlung sehr zweek-
miissig, da man meistens bei der Ueberfithrung von zwei Flichen der-
f"(‘rlben Art und desselben Pentaeders ineinander, das letztere und mit
1_]'"‘ die canonische Form der Gleichung erhalten, und so durch ein ein-
faches Abziihlen zwischen den Coefficienten die Art feststellen kann.

“) sUeber Flichen dritter Ordnung. Math. Annalen Bd. VI pag. 551 f.
) sZur Classification der Fliichen dritter Ordnung«. Math. Annalen Bd. XIV
Pag. 46 f. Die spiiteren Citate bezichen sich, wenn nicht ausdriicklich Anderes ge-

sagt iB‘f, auf diese Arbeit.
- %) On the Distribution of Su
ophical Transactions, t. 153 (1863) p- 193.

rfaces of the Third Order into Species ete. Philo-
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Besprochene Deformationen schliessen keineswegs aus, dass unter
Umstinden Parthien der Fliche durch’s Unendliche gezogen werden, und
zwei Modelle einer und derselben Art kénnen daher in ihrem Aussehen
noch grosse Verschiedenheiten zeigen.  Ebenso kommt man bei dem Ent-
stehenlassen von Singularititen auf einer Fliche nicht immer mit end-
lichen Deformationen zum Ziel und es st daher fiir die Anschaulichkeit
des Verfahrens keineswegs gleichgiiltig, welche Beziehung zum Unend-
lichen die verschiedenen hierzu im Modelle herzustellenden Flichen haben.
; Man reicht nun immer mit endlichen Aenderungen aus bei Zugrunde-
it legung von Flichen, welche von der unendlich fernen Ebene in einem
unpaaren Zuge (ohne Oval) getroffen werden; solche wurden daher mo-
dellirt. Ist dann an diesen einmal Klarheit iiber das Verhalten der Fliche
in der Niihe einer Singularitiit, und iiber das Entstehen derselben aus
niederen, inshesondere conischen Knoten gewonnen worden, so kann man
Unterschiede hinsichtlich des Unendlichfernen leicht mit Hiilfe einer
Gruppe von unter sich collinearen Flichen kennen lernen, Als besonders
geeignet erwiesen sich hierzu die Fliichen mit 4 reellen Knoten, wie sie
durch die fiinf Modelle 2—6 repriisentirt sind.

Aus diesen entsteht dann auch eine Reihe mit weniger und ohne
Knoten unter Anwendung von zwei Prozessen des ., Verbindens (4)* und
»Trennens (—)%, wie sie Herr Klein a, a. 0. henutztc; unter deren An-
wendung sich die urspriinglich kegelférmigen Parthien in der Niihe des
Knotens in solche umwandeln, welche bezw. dem cinschaaligen und zwei-
schaaligen Hyperboloid vergleichbar sind. Auch im Falle eines imaginiiren
Kegels, also isolirten Knotens, fiihren zwei Prozesse auf Arten ohne diese
Singularitit, indem man ihn entweder in ein reelles kleines Ellipsoid oder
in ein imginires iibergehen, d. h. verschwinden Lisst,

Die algebraische Durchfiihrung des Verfahrens gab ich a. a. 0. —

Aber gewisse Arten von Flichen mit weniger als 4 Knoten kann
man sich auf diese Weise nicht herstellen. Herr Klein gewinnt dieselbe,
indem er an einigen Knoten die wAenderung durch die biplanare Form
vornimmt*, 1)

Die Betrachtung solcher Aenderungen kann jedoch umgangen werden,
wenn man — wie wir es thun werden —- ausgeht von einer Fliche des
grossten Zusammenhangs (der denjenigen mit 27 reellen Geraden zukommt)
und sich aus derselben Fliichen mit conischen Knoten herstellt. Auch ana-
Iytisch bietet dieser Weg Vortheile, da conische Knoten ohne Einfluss auf
das Pentaeder sind, dasselbe also erhalten bleiben kann, biplanare aber
an dusserst specielle Lagen der Ebenen desselben gekniipft sind.

Bei der Erhaltung des Pentaeders tritt nun die eigenthiimliche Er-
scheinung auf, dass nicht alle Flichen derselben Art direct ineinander

1) §. 4. a a. O.
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12, 34, 56
13, 25, 46
14, 26, 35 % A
15, 24, 36
16, 23, 45

und diejenige auf die Diagonalebenen durch:

12, 35, 46
12, 36, 45
13, 24, 56
13, 26, 45
14, 25, 36
149358
1h " %gec ]
15, 23, 46
16, 24, 35
16, 25, 34

Die Pentaederecken sind Knotenpunkte der Hesse'schen Fliche
und daher Doppelpunkte der parabolischen Curve. Sie sind isolirt und
iiberhaupt die einzigen reellen Punkte dieser Curve. Die Diagonalfliiche
ist sonst iiberall hyperholisch gekriimmt.

Die eben besprochenen Punkte sind die Asymptotenpunkte der 15
Geraden erster Art, die andern 12 haben imaginire Asymptotenpunkte.

Bei allen andern Flichen mit 27 reellen Geraden ist deren Ver-
theilung im Wesentlichen ebenso. s giebt immer eine Doppelsechs mit
imaginéren Asymptotenpunkten, wihrend die itbrigen Linien reelle Asymp-
totenpunkte haben. Aus den 10 isolirten Punkten der parabolischen Curve
sind ebenso viele Ovale geworden, welche Punkte elliptischer Kriimmung
einschliessen und von den Seiten solcher Dreicke beriihrt werden, wie
sie die Geraden, weleche sich friher in den cinzelnen Pentacderecken
schnitten, jetzt zwischen sich einschliessen. Die Beziehung der Drei-
ecksebenen A und B zum Pentacder ist insofern dieselbe
geblieben, als man durch continuirliche Deformationen
sie rickwirts nur in Pentacder- bezw. in Diagonalebenen
iberfithren kann, ein Umstand, der sich fiir die Classification von
spiter zu betrachtenden Flichen als wichtig erweisen wird.
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von denen aber nur dic ersten drei Oeffnungen angehéren. Den drei aus
ihnen entstehenden Knoten kanu also kein vierter beitreten, wir erhalten
eine Fliche 1’ mit 3 Knoten, welche nicht direct aus derjenigen mit
vieren abgeleitet werden kann.!) Sie ist dargestellt durch die Modelle 7 u. 8.

Ersteres erscheint von derselben, letzteres von der entgegengesetzten
Seite im Vergleich mit dem Modelle der Diagonalfliiche betrachtet. Modell S
wurde ausgefiihrt, um das kegelformige der Parthien in der Nihe der
Knoten hesser zur Anschauung zu bringen, man erkennt die Ucberein-
stimmung der Art beider, wenn man eines mit seinem Fusse nach oben kehrt.

Wie nun jeder der 5 Pentacderebenen eine Fliiche I mit 4 Knoten
zugeordnet ist, so entspricht Jjeder der 10 Diagonalebenen eine Mannig-
faltigkeit der 1'%), deren Dreiecksehenen einfacher Geraden der betreffen-
den Diagonalebene henachbart sind. Bej der letzteren Art kann man ins-
besondere diese Geraden durch eine Eeke gehen lassen, wie es bei den
modellirten Flichen der Fall ist, und damit die ¥I

fiche cindeutig durch
ihr Pentaeder bestimmen, — Es sei noch bemerkt, dass man zwei Knoten

einer Fliche bhelicbig entstehen lassen kann und dann die Wahl hat, ob
man eine I oder I’ mit dreien aus ihr hervorgehen lassen will.3) Nimmt
man z. B. die Knoten 146 und 524, so liefert jeder der Knoten 135 und
362 eine I. Aber auch den Knoten 132 kann man bilden und hat jetzt
eine I, denn die uniiren Geraden 15, 34, 26 gehéren einer Ebene B an.
Aus der I mit drei Knoten:
146, 524, 135,

entsteht also die I, wenn man den Knoten 135 durch 132 ersetzt. Solche
zwei besitzen zwei gleiche Ziffern in der Bezeichnung und sind dadurch
charakterisirt. Die beziiglichen Ocffnungen liegen zu beiden
Seiten einer Tangentialebene A und ihre Richtungen bil-
den einen rechten Winkel mit einander. Sie mogen einander
benachbhart heissen.

Eine Oeffnung ist stets drei andern benachbart, z. B. 135 den Oeff-
nungen 132, 354, 516. Mit Riicksicht auf das Frithere kann man dann
sagen: Die Flichen I und I' mit 3 Knoten gehen ineinander
iber durch Auflésen eines Knotens, und darauf folgendes
Zusammenziehen einer der neu entstandenen Oeffnung be-
nachbarten. Das Zusammenziehen solcher drei Oeffnungen,
welche einer und derselben vierten benachbart sind, er
giebt stets eine I’

Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung der Abweichungen in der
Gestalt, welche in dem verschiedenen Verhalten der Flichen zur unend-
lich fernen Ebene ihren Grund haben.

1) Vergl. iiber die Bezeichnung §. 2 pag. 55 und §. 3, auch §. 3 des Vorliegenden.

H8.7
%) §. 2 pag. 55.
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dann auftretenden Oeffnung gleichzeitig die ihr benachbarte entstehen
lisst. Dadurch geht aber nach § 1 die Moglichkeit der Bildung von
4 Knoten hervor. s giebt also die Flichen:

a) IV — — — ohne Knoten

)
b) 111 — — mit einem Knoten,
e) II — mit zwei Knoten.

Aber auch diese, mit Zeigern versehenen, .,inversen® Arten sind von
den iibrigen mit derselben Ziffer und gleicher Anzahl Knoten nur ver-
schieden, wenn man auf das Pentaeder achtet. Ich war friiher der An-
sicht, dass nur die Arten IV sich in einander iberfiihren liessen, wiihrend
dies in Wirklichkeit auch bei den iibrigen der Fall ist, wie bald gezeigt
werden soll.

Ist neben dem (eigentlichen) Pentaeder ein Punkt des Raumes als
Knoten gegeben, so ist die Fliche vollkommen bestimmt. In §. 7 gab
ich die Vertheilung der Knoten der verschiedenen Arten, die in Folge
dieser Bigenschaft moglich ist; die Figur 1 auf Tafel I stellt das Modell
26 dar, welches fiir ein reelles Pentaeder jene Vertheilung oder — wie
man sagen kann — Abbildung der Flichen giebt, sofern man den he-
stimmenden Punkt das Bild nennt.

Die polirten Driihte sind Pentaederkanten, die rothen Diagonalen

der durch jene gebildeten Vierecke, die griinen Schnittlinien der Diagonal-
ebenen unter einander.

Die durch diese Ebenen in Verbindung mit denen des Pentacders
begrenzten Kammern sind Bilder verschiedener Arten mit einem Knoten.
Den Punkten der Pentaederehenen selbst entsprechen als Flichen drei-
fache Ebenen, sie sind daher auszuschliessen. Homologen Kammern ent-
sprechen gleiche Arten, daher geniigte es, von ciner Reihe solcher nur
eine einzige durch die charakterisirende Ziffer zu bezeichnen. Flichen
mit zwei, drei und vier Knoten bilden sich bez. ab auf die Diagonal-
ebenen, deren Schnittlinien und Schnittpunkte. Man findet die Art als
Uebergang zwischen den beiden mit einem Knoten weniger als die ge-
gebene. So z. B. enthilt das von zwei griinen und einer rothen Kante
begrenzte Feld zwischen II und III die Bilder von II mit 2 Knoten; das
von zwei rothen und einer griinen Kante begrenzte die Bilder von II
So lange das Pentaeder bleibt, ist also die Ueberleitung dieser Flichen
ineinander ersichtlich unméoglich. Das Nimliche gilt fir ITI und 111 mit
einem Knoten. Man findet ferner, dass sich die I und I mit 3 Knoten
bez. auf die schrigen und horizontalen Kanten des Hexaeders I abbilden.
Nur die ersteren enthalten aber einen Schnittpunkt dreier Diagonalebenen,

das Bild einer Fliche mit 4 Knoten, den dreien der I’ kann demnach
kein vierter beitreten.
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Lisst man jedoch andererseits ein zweites Paar Ebenen etwa 2 und
3 imaginir werden und das bisher imaginire Paar reell, so muss man
jetzt die Fliche als II bezeichnen, da nach §. 5 durch einen neu auf-
tretenden Knoten eine II mit dreien entsteht. Damit ist dic Identitiit
der Arten nachgewiesen. TFiir die Uebergangsflichen eines Pentacders
mit einer Doppelebene und zwei conjugirt imaginiiren Ebenen folgt hieraus:
Die Knoten der Il gehdren der Diagonalebene der Kante
der Doppelebene, die der Il derjenigen der isolirten Kante
an. Aber fiir ein Pentaeder mit 2 Paaren conjugirter Ebenen ist der Unter-
schied vollstindig verschwunden. Je nachdem man das Ebenenpaar, deren
Kante die Diagonalehene der Knoten angehort oder das andere reell
werden lisst, erhilt man IT oder I

Der Fehler in meiner fritheren Arbeit liegt im Satze pag. 79, Zeile 8
von unten, woselbst ich iibersah, dass ein Uehergang zu zwei reellen
Ebenen auf ecine II fiihren miisse. Die Resultate des §. 13 fiir Flichen
mit einer dreifachen Pentaederebene erleiden keine Verinderung.

Fiir die Arten III und III ist keine besondere Betrachtung noth-
wendig, mit den Il und II’ sind auch sie entw
nicht. —

eder zu unterscheiden oder

Alle inversen Arten, wie sie aus der I’ hervorgehen,
einfache Linien mit reellen Asymptutenpunktcn,
ebene angehdren und diese geht bei d

besitzen drei
welche einer Dreiecks-
er Riickleitung in eine Ebene B
tiber. Hierdurch ist ein Unterschied bei der [V gegeniiber den Arten IV
und IV’ begriindet. Aber hei der IV sowohl als bei der IV‘ erhilt man
eine Ebene A. Den Grund, weshalb man bei der IV zunichst eine
Fliche mit isolirtem Knoten zu bilden hat, um nach und nach mehr Linien
reell werden lassen zu konnen, werden wir durch eine Untersuchung
der Hesse'schen Fliche einsehen, zu der wir uns jetzt wenden.

S 4.

Ueber eine Eigenschaft der Hesse’schen Fliche.

Ein Knotenpunkt einer algebraischen Fliche ist auch Knotenpunkt
der Hesse'schen Fliche und zwar ist sein Tangentenkegel bei beiden
Flichen derselbe. Es soll nun der fiir die gestaltliche Untersuchung der
Hesse’schen Fliche wichtige Satz bewiesen werden: Lost man einen
Knoteneinergegebenen Fliche auf irgend eine der beiden
méglichen Weisen auf, so vollzieht sich gleichzeitig die
Auflésung des mit ihm vereinigt gelegenen Knotens der
Hesse’schen Fldiche, aber auf die entgegengesetzte Weise.

Unter Anwendung homogener Coordinaten der z, z, 2, x, kann
man die Gleichung einer Fliche snter Ordnung in der Form:
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Es ist nun:
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Ueber die Hesse’sche Fliche einer Fliche dritter
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deren Hesse'sche Fliiche:

1 1 1 1
7 =+ o = z i u T
ist. Letatere ist durch das Modell 24, veranschaulicht. Die horizontale
Ebene der weissen Geraden ist die ausgezeichnete Z;=0. Zu den
tibrigen kann man entweder die Ebenen der rothen oder die der griinen
Geraden wiihlen. Die Gleichberechtigung der versehieden gefiirbten ist
unschwer zu erkennen. Eine dieser Ebenen ist 2, =0 parallel, drei
Pentaederecken auf einer Kante liegen also unendlich fern, welche An-
nahme zur Erzielung einer symmetrischen Iorm nothwendig war. Be-
trachtet man das griine Tetraeder als dem Pentaeder angehorig, so sind
die Ecken des rothen Knoten der Fliche dritter Ordnung, und umgekehrt.
Die beiden Flichen, welche hiernach einer und derselben Iesse’schen
Fliche angehéren?), sind resp. Nr. 2 und 5. Bei beiden sind selbstver-
stindlich die uniiren Geraden dieselben: Diagonalen des vollstindigen
Vierseits in o, = 0.

Nimmt man Nr. 2 als urspriinglich gegebene Fliche f=o,

80 ist
die Gleichung von Nr. 5:

(, + z, -+ g -7/'4)3"’“ ("L'x S5 z, — 2, 4 ‘7"4)3_** (‘T’l A Ty + ‘T4)3

T 3

+ ("—"Tj + ‘ILI? + 'Tg + {(.4)3_{_ j_: 0.

Als Gleichungen der Tangentialebenen an den Kanten der beiden
Tetraeder findet man:

G+ o=0...4,k=1,2,3,4

einerlei ob man sie einer der heiden Flichen dritter Odnung oder der
Hesse’schen angehorig betrachtet.?) Die Kegelschnitte, in welchen letztere
getroffen wird, sind also in Doppelgeraden ausgeartet. Die eben erwihnten
6 Ebenen bilden ein Hexaeder, in dessen Nihe die Hesse'sche Fliche
derart verliuft, dass zwei der Diagonalen in einer Seitenchene der Fliche
angehéren. Nr. 24, giebt den so begrenzten sternformigen Korper in
vergrissertem Maasstabe fiir ein Pentaeder, hestehend aus einem reguliiren
Tetraeder und der unendlich fernen Ebene. Bei dieser Lage wird auch das
Hexaeder regulir. Die 6 Ebenen durch je zwei Tetraederkanten, wie sie
sich in einer Icke von a, =0 schneiden, bestimmen ebenso viel wei-
tere Kegelschnitte, welche durch Jje vier Tetraederecken gehen. Bej 24,
sind diese Kegelschnitte Hyperbeln, welehe bei 24, ausserdem gleichseitig
sind.

') Eckhardt, Beitriige zur analyt. Geometrie des Raumes etc. Math. Ann.V pag. 30,

*) Liings der Verbindungslinie zweier Knoten haben eine Fliche dritter Ord-
nung und ihre Hesse'sche stets dieselbe Tangentialebene, niimlich diec der beiden
Kuotenkegel, gemeinschaftlich.
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jeser Knoten,

auf Fliiche aus

unqg
verschwindet weiter d
nd dieser

DQf
: Ormat;j
tion nach §. 3 des Vorliegenden auf der Tesse'schen

gebildet haben U

My oy,
Sod;‘x]l;(uiﬁ“ ,Ele“lenfen ein isolirter Knoten
einen paaren Zug iibergegangen sein.
Tetracderkammern angehoren 1, so wird
Also:

Da die ©

er ne‘; die Knoten der IV einer
e auftretende Zweig ganz
esse’se ST .
e se’sche Fliche e1ne

von dem frithern eingeschlossen.
gleich-

¢ IV, wie sie aus der

1 9
) §.2 pag. 56.
2*
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namigen mit isolirtem Knoten
selben hervorg'eht, bestelt
denen der eine den andern
rend bei alley andern nur

durch Verschwinden des-

o . 1
AUS Zwei paaren Theilen, vol
vollkommeny umschliesst, wiih-

Ty H ) -
Ziige auftreten, welche wenig
: ; it dann
stens indep Pentaederecken Zusam menhingen, womit dan
der hesondere Charakter klay gelegt jgt.

Die Flichen mit B,

Der Kegel zweiter Ordnung im Kyotey ist in ein Ebenenpaar zer
fallen, welches entweder reell (Ny, 9 und 10) oder imagindir (Nr, 11) sein
kann; aber gie Schnittlinie dieser Ebenen, die Achse des B,, ist stets
reell. Dieselhe liegt tibrigens niclt auf der Fliche, sondern schneidet die-
selbe in drej consecutiven Punkten. Wiihreng nun eine beliehige Ebene
durch den Knoten eine Curve mit gewdhnlichen Doppelpunkt verzeichnet,
geht letzterer fiir einen Achsensc]mitt in einen Rl’ickkehrpunkt, mit der
Achse alg Rﬁckkehrtzmgente, ither. Inshesondere treffen die heiden singu-
liren Ebenen in Curven mit dreifachem Punkt, also hier in drei Geraden.

Am Modell 10 sind diese (rothen) wStrahlen® reell in beiden Ebhenen des
Knotens. Jeder zinit dreifach, ausser ihnen gibt es 0], 9 einfache Linien,
von welchen 3 unendlich ferp sind. Dje unendlich ferne Kbene ist “lstf
dreifache Tangentialehene der Flicle, Das Pentaeder besteht aus zwel
Doppelebenen, welche harmonisch gy denen deg Knotens sind (?ic]l
iibrigens weiter zur einfachen vereinigen kinuen) und einer fiiften
durch den Knoten. Die Doppelebeney des Pentaeders sind die Sym-
metrieebenen des Modells, dje einfache enthiilt qje horizentalen Strahlen,
was jedoch im Allgemeinen nicht der Fall st {

Die singuliren Ebenen theilen den Biischel durch die Achse in zwei
Theile. In den Ebenen des einey Theils ist giq Spitze der Schnittcﬂl“ic:
nach unten, in denen des andern nach obep gerichtet, heim Uehe '8’“”%‘:
treten zwei Curvenzweige — wie sie der Schnitt durch die kleine Achse
des Basisellipse besonders gut zeigt — g, den Riickkehrpunkt .her.:“t‘—’
und machen ihn zum dreifachen spiter sondern siel, diese Zweige in en
gegengesetzter Weise wieder ab. e

Ein B, mit reellen Ebenen entsteht durel d:wf gl“w”'
zeitige Zusammenziehen zweijer benzlchb.arter ()cfluu]u.:“‘ml
Bei einer Fliche mit 27 reellen Geraden kann  dieser Process dre
ausgefiihrt werden. Fiir die Paare: ’

(146, 516); (524, 354); (362, 139

) Klein §. 3; meine Arbeit §.111.919;



der drei Geraden,

man "
aus N R
s Nr. 1 die Nr. 9 mit 3 B,. Jede
ihlt neunfach:

Wwelc]
1¢ das Modell noch aufweist, 2
Das Pent: Lo 41’ 5,’ 46, 56, 41, 51, 23 ete.
Vorliegenge ft’der ist bei mehreren By nicht 1
a_ti011sGl)ell:3 (1“01‘(" ist auch die Hesse'sche Fliche ausge
Hdey dcndn den Geraden und die Ebenc der Knoten. Die Geraden
imach die parab olische Curve, jede zihlt als solehe

Vierf
ach Di
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ful .

glich

: elliptise

Jeden ptisch gekriimmt. Nun kann m
ohne einen

and .
ern gelangen,
zur Aende

es fi
allt
. :llS(J ‘ i
Die Flic] auch diese Veranlassung
dche ist, abg
Urve, g, st, abgeschen vou punkten der par
g @rs 5 . . ad 5
S0 durel, B tlll elliptisch gekrummt und zwar ist
etrachtung aller ihrigen ndet — die Einzige,

(i
ese [0
Angensc]mft b ot —
' us dem Vors !
2 lervoy orstehenden ge
. Je nachdem man die

si
welche

B, aus dem
arenthese
t 3 C,

nt auch die Entstebung des
tzten der in P

ersten oder le
ine I oder I mi

Sta)
1end
en Qeff
¢ ¢ 5 .
lan kann g1 {ngn zusammenzieht; entsteht €
also s¢ . . P . ;
sagen, die Fliche gehen ineinander iiber, wenn an jhren
n vollzogen wird. ?)

anare FoOTT
der Ebenen
enn €in K
ahl dieser Vor-

Notey g
e Aenderung durch die bipl
(A) 12, 34, b6

Die 1
ing (B;clrle};‘}‘ll“ﬁll erfolgte Vertauschung
3 biplana; "’("’ 59 wird aber auch schon hewirkt,
8inge gt VOC K t’.rm sindert, also nur eine unger
Die Flj‘l Einfluss auf die Art. 8
Statt alle fichen mit weniger B, gind leicht €
r andern’ eine mit By =+ 2 ¢, 2. B:
(146, 516) + 524 T 362.

den letsteren die Aenderungen:

W
ade ADZ

rledigt: Betrachten wir

Je
nachdem man an

++
anhyri o
‘r”’gt, hat man : L
in je
jeder Ebene 3 reclle Strabler gehlafli 1, 15
in der andern
UL, 2;

in ¢
Clner I :
einr Ebene 3 reclle Strahlen
i jeq en reellen Strahl
__ Jeder Ebene einen rec

I, 3 —

1)

1len gtrahl

:z §8. 125 17
Klei y
%) §. g 0. §. 4.
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Flichen, deren Verhalten
man sich leicht hep

Modelle 4, 5, 6
Oeffnungen 7y

i : . os ist. stellt
zum Unendlichen ein anderes ist, 'Sfe].
Sy, . . ie die
aus denjenigen mit 27 reellen Geraden, wie sie ¢

. J . . AR 1c c
liefern, indem man, wie friiher, benachbarte endlich
ammenzieht, —

Zur Untersuehung
einzigen B, fiihyey wir
mation der Qvale,

Sei der B, auf Nr. 10:

der parabolischen C

. gl ey
urve heim Vorhandensein cines
Nr. 1 in Ny, 10 i

] " I-
ber und verfolgen die Defo

(146, 516).
Dann sind dje dreifach zihlenden Strahlen,
einer singyliy

wie sie zu dreien in
en Ebene liegen:

1, 46, 5¢ 2, 43, 53
6, 41, 51 und 3/, 42, 52
4'; 1 5% 193 45445, 16,

Die 9 iibrigen Geraden

sind einfach,
Hieraus ergibt sich folg

ende Vertheilung der 10 Ov

ale:
dem B, vereinigt

Vier liegen mit 46, 51, 234 41, 56,;233
43, 52, 16; 49, 53, 16.
Vier bilden Schleifen einey Curve mit vier-
fachem Punkt im B, 46, 53, 12; 56, 49; ‘135
41, 52, 36; 51, 43, 26.
13, 45, 26; 45, 12, 36;
stere ist inshesondere ein isolirter Punkt,
Modells mit der

Zwei sind eigentliche Ovale geblieben
beide sind wnendlich fern. D
der Schnittpunkt der p
45 ihrer Ebene,

as er
arallelen des unendlich fernen Geraden

Wir heben noch hervor,
gleichwerthig sind: Ip jedem
Gerade mit reellen
jedem ,zweiter Apte

A . qicht
dass die Knotenstruhlen durchaus mch_
der vier nerster Art® sind zwel

in
Asymptotenpunkten vorhanden, 1!

befindet sjep hur eine solehe (501':“1""
Die Geraden erster Art sind qje Tangenten qer paraboli-
schen Curve inm vierfachen Pupkt,
Die Pentaederehenen sind hervorgegangeu aus:
14, 26, 35 |
52, 64, 13 | doppelt,
12, 34, 56 |
15, 24, 36 [ doppelt,

16, 32, 54, die Ebene der Sty

ahlenzweiter Art liegt
der einf

art
achen Pentaederebone derar
. . . . *h 1
nahe, dass sjie die beiden eigentliche
b Le]

Ovale der parabolischen Curve be-
riihrt,
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nen vereinigt-
eiteren reellen

ine Verb mit diesem
ige reelle Gerade in den sin-
or Fliche liegt. Hieraus
he keine reellen Linien
so nur Knoten
on:

Fiir g
das Modell sind heide Ebe

n Ebene keinen W

n lisst
indungslinien

De

' B omi

‘(Ilot,en irgeadﬂnt imaginire
Vi nd we :
e d wvelcher A

“ ATL .

amn reell was t zu, denn SC

as unmoglich, da die einz
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()]gt
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nn g
1 )
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vorli 47
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ers Anwenden Vv

Von A
l'ten IV
u 7 .
nd IV, Bilden wir uns die tere durch

9. Ebened durch die Achse des
1 in einer Curve

r Nr.
neiden dant
diese

anf
dic
(11- 2
lodelg 6(11 oberen Knoten de
nlt DOPPelpueltbpntcren Achse des By
2Um R nkt . . 5
o RuCkkellrpu lillld nach oben genchteter gchleife. Zieht sich
: nkt zuss
mer B t zusammen, so hat man den B, des Modells Nr- 11
Stﬁnziehen ei iren Ebenen entsteht also duroh Zusam
siner Oe . ; .
ckes, wel 1“ Oeffnung undV erschwmden eines paarer
¢ 3 : . . .
res nur 1m erzeugten ¢, mit genzibrige?®

0 15
d ¢ ]l ent h .
ei ,
Unter B len zusamm enhingt
enutzung einer IV‘ hitter

— sch

s Mit |
nit ”“«‘l?;in

Curven it

) dieselbe
e zum nim-

iBolirt
. €m P
i u
chey Resm&ktte Gigeben, dessen Herabriicke? au
. gefithrt hitte: Die Flichen 1V and IV/ mit ¢, sind also
\einander iiberfilhrbar:

anare Form i1
unter-

Urch q;
d]e
Unsef(;l;dir“"g durch die Dbip!
odell stellt iibrigens nicht die ullgcmeinstc Art dar,
qurch nichts Wesentliches von ihr.
dessen Spitze

Scheide
ir haberbll- im Aussehen jedoch
i “Ilendli/-l]“c Fliche mit osculirendem Kege

zeesﬂe’s’chen(i'l ferne Punkt der Achse st

mirtfa(ilen. l)i;.eg’:; ;103' genannten und der Eben erliihrungs—C
5 em B als i:l)'Ullschg Curve zerfillt i dies dritter Ordnuns;
iege haben (1\‘0 irten Doppelpunkts and eine AT peunter Ordnuzé:
¢ Geraden it l‘.ccnen Geraden ZU Asymptoten: Die Zo0ne, welche

.}Iier st ‘ent‘ha“” ist h)’})el‘b()lisch, die andere elliptisel gekrﬁmmt.
iejenigen ;ll:c.l]‘ der O‘rt sur Betrachtung ¢ er Rutatiousﬂéichel}, (.1:1 d.iese
l‘lliere .I)u"kt(g d‘; '?}l dehnir-t werdeu konnen, welclfe zwel con_]ugxrt ima-
¢hey dieser 1’11111({. _\“S‘flkr(:lses qu B, haben ) Die reelle Verbindungs:
mit 1‘3{ Alle dicq(: l‘?t‘.. dann die qanendlich ferne Gerade (‘ler Asymptoten-
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Die Flichen mit

einem f3,.1)

Die Achse geg
dieser Geraden cine
zihlende Pentaeder
harmoni

Knotens liegt jetat
constante Tangenti
chene,
sche zu jener ung

Ausser der Achse w
Ebenen,

auf der Fliche, welche lfi,“t_‘;]h
alebene hat. Dieselbe ist drc].f;wt;
die Doppelehene ist, wic heim B3, die vier
den Bhenen de
ird die Fliche
welehe wiederum reel]
Strahlen getroften,

$
et . . folge de
Das Modell 19 2eigt einen B, mit reqlley Ebenen. In Folg den
. . . \ % . P angs

Vorhandenseing von zwei weiteren C, beriihrt jede der Ebenen ling e
(blauen) Verbindungslinjen des B, mit Jedem O, Bine Auflosung i

el
. 5 ww. in ZW
CF ‘dureh Y ghap: -t fiihrt die dqurel, ihn gehende Gerade beaw. i
reelle oder imaginiire iiher,

Bei Nr. 13 ging die singuliirey E
ebenfalls zwej C, auf den rothen Ger

ihr Auftretey macht sich ahep durch die fegste Tangentialebene, “(CIIC)];;}
die Fliche ersichtlicl, lings der rothey Geraden besitzt, bemerkbar. e
Linie, in welche diese Ebene ausserdem nocl schneidet, ist unendlich f¢
Die griine Linie ist bei beiden Modellen gje Achse. gt

Bin B, kann qurey Vereinigung zweier C, cr?(”l
werden, derep Verbindungslinic hierbei zur Achse wlr(éen

Dieser Prozess geht unter Amnahme reeller Ebenen f'ul;:c“dcrm:w;}c-
vor sich. Man denke sich am Mode]) Nr. 2 durch eine schriige mth(i'ncr
rade die Symmetricehene gelegt. Digge schneidet ausserdem noch m--ultcxl
Ellipse, welehe durch die C, auf der gcwﬂhlcu’
Geraden geht und diege Punkte fallen zusi‘"lllvcr_
Wenn man dje Ellipse derart — nach oben '/t pat
schiebt, dass gie die Gerade berithrt. Sofort
man dann Nr, 19,

Behufy
nehme may

8 Knotens, liiren
s i
noch von jeder der singu

. ; s 5 in zwel
oder magindr sein koénnen,

at
g s N Miche ha
benen imaginir. Die Flich

; e pipir Seil
aden., S miissen jmaginir

: ; dem Bs
Ableitung es B, aus ¢
als solchen :
(516, 513). . porm,

Der Synnnetri(esclmitt hat dann eine ben-
wie sie dje stark nr(;,ppﬁ
stehender Figur zeigt, Vereinigt sich die B
K mit ey Spitze, welches durch Zuzichen "0].‘0 mi
geschieht, so ot man den B, die Schnitteury

5 % . p = 5 . rIw, 1]"'0“““ Y,Cr‘
Spitze ist iy emem Kegelschnitt mit Tang
fallen,

ausgezogene Curve in
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also ein

larititen tritt
uziehen

A .
uf einer Fliche ohne Singl
gleichzeitige Z

4 Mit p .
reellen Ebenen durch das

dl 1 111111,,011
eler Oef 1 (, : 1]6
( ) 0167 ,13)

auf.,
ine solche Reihe von Oeffnungel, in der jede der fol-
ft cine ,,Kettc“ ge-

gend

en hens ; g
ol benachbart ist, soll 1n Zukun
wer . . 3

verden Ist insbesondeTe die letzte Oeffnung der

erst
sten y S A & 3 5 7
- benachhart, somoge die Kette ..,gcschlossen“ heissen.
Nr. e parabolische Curve pesteht auf unserem Modell, wie bei
Achs; aus Kanten des friitheren Tet von denen jetat drei in der
vereini ; J : : Al
o creinigt sind. Die Krimmung ist. mit Ausnahme des elliptischen
en Stiiel > )
B§fllclxes, iiberall hypeﬂ)ohsch.
eim allinigen Auftreten des Bz
(416, 516, 513)
aben Wir folgend

racders,

ok
81,

und villie soa ’ . \
g reellem Liniensystem h o Vertheilung der Ge-

raden,?)
Es liegen:
In der Achse:
1, 46, H6; 9% 43, 53;

in den vier Knotenstrahlen:
6, 41, BLdnd 42, 5256
4, 5, 233 26 4, b, 16; 13.

ieder gleiclmrtig gebildet.

Diese Linien sind also jetat W

Einfach sind nur noch:
s vy /
12, 45, 36; 15 2
ui Sieben Ovale der p:lrabOIiSC]ICH Curve sind in die Achse geriiekt,
amlich ] ] £ 2 ) : 5
lich zu den vier bereits 1m B, vereinigten gind die zwel weiteren:

13, 56, 24; 1% 43; 126

getreten, und ein siebentes:
19, 46, 39
gibt es zwei:
13, 26, 45

en eine Curve mi
hiedenen Ebenen liegenden
End-

ist
zur Achse selbst gewordcn. Dann

14, 25,
mit :
Py fol)pelpunkt im Knoten,
n ;
K, t bilden. Sie werden VOB
10tens
tenstrahlen und ausserdem Y

li b
ch existirt noch ein eigentliches Qval:
12, 45, 36.

beim Bs-

36 und
t vierfachem

welche zusamin
in versc

je zwel,
uiren Geraden periihrt.

on einer ul

1) Vergl. die Vertheilung




Nur das Ueher
Aenderung der Kr

gerechnet werdey

schreiten dep Ov

iimmung hervor, q
muss,

inet eine
ale, nicht das der Achse, bringt mcn
a die Achse als paarer Zug dopp

Denkt may sich die vorliegende Fliche aus Nr, 12 abgeleitet, 5(?
verlduft die Cyrye mit vierfachem Punkt wesentlicl, horizontal und 1)01
grenzt eine schmale Zoone, welehe inshesondere auf dem friiher P“ﬂrc}_
Stick die elliptischen Theile von den durch Auﬂ‘ﬁsung des Knotens ll')'l)lerr
bolisch gewordenen trepyt, Das eigentliche Oval ist — wie bei de
Diagonalfiiiche — ein unendlicp ferner isolirter Punkt,

i o
Zur Ableitung des B, mit imaginiren Ehenen aus Z\"C“)(”(‘{
hat may Zunéichst die hejdey unbetheiligten Knoten — zu denen b:l:‘bbnf—
Wieder zwei obere des Modells 9 gewihlt werden — qurel »Trennen ;ml
zulbsen. Dje Ellipse des 2y beniitzendey, Symmetrieschnittes kann dan!
ebenfalls qurel, Ve

rschiehung, aher nach unten
Geraden gebracht werden ,

Also: Eip B, mit

zur Beriihrung mit der
wodurch deyp Knoten der Nr. 13 t.‘“t”t,eht:
imagin:‘iren Ebenen entsteht durch Auﬂ
ziehen vop ZWei ()effnlmgen, welche einer und (101‘30“)(?1
dritten benachbart sind, ungq Versehwinden eines nur “_
den erzeugten O, mit Qe librigen Flichentheilen ‘Z‘IT
Sammenhingenqey Paaren Stiicksy, Der Vorgang ist demjeniged

. < +Ta ranz
der Bildung geg B, uad ¢, n Berithrungskegeln also g
analog,

J arge-
Um dje abgebildete Fliche vollkommen in dje durch Nr. 13.‘1 I(;fﬁ
stellte iiberzuﬁihren, hat man nup nothig, die beiden sich durch die

. ki . itte in’s Un-
mung: erstreckenden ungrey Geraden 7y vereinigen und die dritte in
endliche riicken 7y lassen.

Der B, bildet
solchen mit 9 imagir
Verschiebung

mit imaginiire

den Uehergang z
iiren Knoten,
des Kegelschnitts i 1
Die Entstehlmg der v
giniren Ebenen,

wischen Flichen mit 2 reellen .”"d
Letztere erhalten wir durch weitere
renutzten Querschnitt, [
orliegenden Singularitit aus dem B, mit m

; . . ; wohl
18t nach dem guyf pag. 24, Auseinandergesetzten
leicht genug einzusehen,

Die Flichen mit einem f,,

Diese Singularitit z

: ‘hene des
cigt das Modell Ny, 14, Die einec Ebene
Knotens beriihrt lings der

. s aede (:b(!“c
(griinen) Achse unq zihlt als l’(m(:lul.('r g
finffach.!) Dje andere schneidet ausser in der Achse noch in %
e

18, 15,




. Die para-

G, vereinigt liegen
hen Verbin-

Str
ah
10]1, welehe in Folee .
olge des beigefiigten
der fiinffac

bo]*
1Sche (!
urve hes
dungslinic a ¢ ]icntcht aus der vierfachen Achse,
1 er Knote : : !
Lllhpse). Knoten und einer Raumeurve dritter Ordnung (cubische

der Kette:
435)

Der K
Knoten kann durch Zuziehen
— (164, 165, 135
werden und ist aequivalent:
5 B, + €, = (164, 169) o4 485,
B8 Tiege ,
liegen dann in der Achse:
im Sty ] 1; 4(5, 56, 2', 42), 3D,
ra
ile der osculirenden Ebene:

Qs ¢ I o
3, 42, 52, 6

16,,1:187

in
en hej
id Stre ; . 3
en Strahlen der nicht osculirenden Ebene:

6, 41, 5L, 5 4
q/ gt 15K . ’
441 5%+ 23, 26, 15

Wih
rend 3¢
Adufdg und 2 einfach sind.
ein achte er Achse liegt ausser den 7 Ovalen heim Auftreten des B,
81
V. 3. 26, 4D
Dol woet 1301 265055
fwei weitere Ovale:
hilde 14, 925, 36 und 1, 45,7 85
n eine § R :
e Schleife mit l)uppelpunkt im Knoten. Jedes derselben wird
yene, einem hjerdurch ausgezeich-
Geraden mit reellen

von
dem S ;
Neten, g Strahl in der beriihrenden El
, der schnei i :
r schneidenden Lbene und der einfachen

As
ym
ptotenpunkten beriihrt.

§ 9.

Die Flichen mit einem DBy
sie ist noch fiinffache Ebene

unbestimmt geworden sind.)
Die parabo]ische
Verbindungslinien
Nur das Ueber-
welche auf dem

deg I)é:&p‘:linc Ebene des Knotens osculirt,
‘as Modcu(:? 1'11]1'r.dass (1(.-5.\‘?11 Lc]k;n _]O'[Tt . %
Urve besteht ’. zeigt ncbg‘n dem B, moch eme.n i

der Knote, aus der.(grunen) Achse 1}nd der (rothen)
Schreitey nl"v :]C(le Jieser Geraden zah'lt se?hsfach.

Vorhangen es Knotens dndert demnach die I.{rummung,
Py en paaren Theil elliptisch, sonst iiberall hyper

il

Y §. 15.

bolisch ist.
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Der Knoten entsteht aus der Kette:

(4165160 513, 543, 549
und ist aequivalent:

B, + B, = (416, 516) 4- (543, 549)

B, 4+ ¢, = (416, 516, 513) 4 549
3(;'2:416—{—5134—54‘_’. v

Diese drej conischen Knotey gehéren ciner I an') l“;
Knoten werden nicht gleichartig vereinigt, denn nur ])(i'
zweien wird eine benachbarte Oceffnung zusammengezogens
die V(:rbindnngslinic dieser beiden wird zur Achse.
Die Vertheilung der Geraden ist djc folgende.

Es liegen:
In der Achse:

1, 46, 56, 2/, 43, 35, 4, 5, 16, 13, 3%, 42, 59, ¢/, 12;
in den beiden Knotenstr;\hlcu der schneidendey Ebene:

6, 41, »51, 3, 45, 36
4,01 57, .28 26, - 417, 9,

Alle Linien gehen zwar durch dey Kuoten, aber das Oval der pard
bolischen Curve:

14, .86, 95
— ein Kegelschnitt — g

t moch gebliehen, Ausser
findet man noch eine im

aginire Cury

- (.]lsc
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