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3 Typen von Cycliden mit einem System sphiirischer
Kriitmmungslinien.

Von Dr. 8. Finsterwalder.

Dies im Nachfolgenden zu besprechenden Flichen bieten in mehr-
facher Hinsicht Interesse: erstens als Wellenfliichen gewisser optisch ein-
fach zu definirender Strahlensysteme; zweitens als Cycliden in dem von
Darboux u. A. gebrauchten erweiterten Sinne; drittens als allgemeine
Typen von Flichen 4. Ordnung, deren einer Mantel der Centrafliche in
einen Kreis degenerirt.

Wir wurden auf diese Flichen aufmerksam bei Beantwortung der
Frage, die Wellenflichen eines Strahlensystemes zu finden, das durch
Reflexion eines Lichtbiindels an einer, als unendlich diinne Kanalfliche
gedachten, spiegelnden Curve entsteht. Wir nehmen als solche einen
Kreis A vom Radius » an und denken uns den leuchtenden Punkt P
ausserhalb des Kreises in einer Entfernung p von der Ebene desselben.
Die Entfernung des Centrums von A4 von dem durch P gehenden Lote
sur Ebene des Kreises sei g. Jeder- Strahl, der von P aus nach einem
Punkte der spiegelnden Curve geht, wird dort an einem ganzen Biischel
von Tangentialebenen reflectirt und daher in einen Rotationskegel von
Strahlen zertheilt, dessen Axe die Tangente an die spiegelnde Curve und
dessen eine Erzeugende der einfallende Strahl selbst ist.

Es lisst sich demnach das System der reflectirten Strahlen aus den
Erzeugenden der Rotationskegel zusammensetzen, deren Spitzen Punkte,
deren Axen Tangenten der spiegelnden Curve sind, und welche ausser-
dem durch den leuchtenden Punkt gehen. Eine der Wellenflichen dieses




Strahlensystemes ist offenbar die R

P gehen und ihren Mittelpunkt auf 4 haben,
fliche lautet:
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Die Gleichung dieser Wellen-

@ty —pt—2ga)—y rf@t 4 yh =0,

Dabei hat der leuchtende Punkt die Coordinaten z — 0, y=10, = =1
der spiegelnde Kreis die Gleichung:
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Die Fliche ist 4. Ordnung und enthiilt dep unendlich fernen Kugelkreis

als Doppeleurve; sie ist daher eine Cyclide im Sinne

von Darboux. An
Singularititen hat sie ausserdem noch 2 konische Knoten, den cinen im

leuchtenden Punkte P, den andern im Gegenpunkte P’ desselben in Bezug
auf die Ebene des Kreises 4. Die Klasse betrigt daher 36 —4 — 2,2 = 28.

Zwei consecutive erzeugende Kugeln
der ganz auf der Fliche liegt und durch
P’ geht.  Derselbe gehdrt einem System
das zweite System zu finden, fasst man qie Fliche als Bestandtheil ciner
dreifach orthogonalen Schaar auf ung erhilt dann die Kriimmungslinien als
Schnitte mit den einzelnen Flichen der Schaar. Zu diesem Zwecke trans-
formirt man die Fliche durch Inversion vom leuchtenden Punkt als Pol
aus. Die Ordnung 8 der inversen Fliche wird durel den unendlich fernen
Kugelkreis um 4 und durch den Knotenpunkt p im Inversionscentrum
um 2 erniedrigt. Da die transformirte Fliche wegen des zweiten Knoten-
punktes P‘ der Originalfliiche selbst einen Knotenpunkt enthalten muss,
80 ist sie nothwendig ein Kegel 2, Ordnung. Dep g

‘rzeugenden cntSprucllN‘
die Kreise auf der Cyclide. Der Kegel bildet mit seinen Confocalen und
den concentrischen Kugeln eine

dreifach orthogonale Schaar, aus der wir
durch Inversion eine zweite erzeugen konnen,
gehdrt.  Die concentrischen Kugeln
sieht, in ein Kugelbilschel tiber, das
hat. Dieses Kugelbiischel schneidet
von Kriimmungslinien aus, Bezeichnet ¢ qep
Biischels, so kann man die Gleichung unserer F
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schneiden sich in einem Kreise,
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die beiden Knotenpunkte P und
von Kritmmungslinien an. Um

welcher unsere Cyeclide an-
sehen dabei, wie man leicht tber-
die Punkte P ynq 2 zu Nullkugeln
aus unserer Fliche die zweite Schaar
ladius einer Kugel des
liche in Polarcoordinaten
arameter ¢ folgende
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rischer Curven (Sphero-Quartics),
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= const eine Schaar sphii-
welche das zweite System der Krilm-
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Zwei der Modelle, das ringformige und das hornformige, stellen Flichen
dar, fiir welche p rein imaginiir ist, die beiden Doppelpunkte also con-
jugirt imagindir auftreten; bei letzterer besteht ausserdem zwischen den
Constanten die Beziehung p*+ (r — ¢@)®= 0, welche die Existenz eines
dritten (reellen) Doppelpunktes zur Folge hat. Der Umriss der Flichen
von dem unendlich fernen Punkte der Z-Axe gesehen, ist eine bicirculare
Curve 4. Ordnung (Cartesisches Oval, resp. Paskal'sche Schnecke). Der
Umriss, von dem unendlich fernen Punkte der Y-Axe gesehen, zerfillt in
zwei Kreise und eine doppelt zu zihlende Parabel ¢°— 29z —p*—r*=0,
welche beide Kreise doppelt berithren. Die Fliche ist dem entsprechenden
parabolischen Cylinder doppelt einbeschrieben.

Das dritte, herzformig gestaltete Modell stellt die Fliche fiir den
Fall p =0, ¢ =r dar. Hier sind die bei dem hornformigen Typus ge-
trennt auftretenden Knoten zu einem uniplanaren Knotenpunkt vereinigt,
welcher die Klasse um 6 reducirt. Dieselbe betrigt nun 26. Die Glei-
chungen der Fliche in dem Parameter ¢ lauten:
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Die Kugeln, welche die zweite Schaar der Kriimmungslinien auf der
Fliiche ausschneiden, berithren simmtlich die Ebene des spiegelnden Kreises
im leuchtenden Punkte. Der Umriss der Fliche in der X Y-Ebene ist
eine Cardioide.

Um die parabolische Curve der speciellen Fliche (auf dem Modell
in rother Farbe angegeben) zu finden, kann man diese dadurch auf eine
Kugelfliche abbilden, dass man Parallele zu ihren Normalen durch den
Mittelpunkt der Kugel zieht. Der ersten Schaar von Kriimmungslinien
entspricht dann ein System von Kreisen, deren Mittelpunkte auf einem
grossten Kreise € der Kugel liegen. Die Enveloppe £ dieses Systemes
von Kreisen ist dann das sphiirische Bild der parabolischen Curve auf
unserer Fliche, denn jedem Punkte von [ entsprechen zwei benachbarte
parallele Normalen der Fliche, deren Fusspunkt also der parabolischen
Curve angehort. Es seien K und K’ zwei benachbarte Kreise, die Bilder
consecutiver Kriimmungslinien. 'Der Abstand ihrer Mittelpunkte auf C sei
d «. Betrachtet man die zugehorigen Normalenkegel der Fliche, so findet
man leicht, dass die Differenz der sphirischen Radien von K und K fda
betriigt. Zieht man alsdann nach den Beriihrpunkten mit der Enveloppe E
die sphiirischen Radien R, R’ der Kreise K, K’, so zeigt sich, dass die-
selben mit dem grossten Kreise C' einen Winkel von 60° einschliessen.
Sind niimlich ¢, ¢’ die Mittelpunkte von K, K’ und e, ¢’ die Fusspunkte
der Radien R, R’ auf der Enveloppe, so kann man, indem man ce auf




¢‘e’ von ¢ ays abtriigt, zu einem Punkte ¢ gelangen, der mit ¢ "”l’""diz
das infinitesimale Dreieck ¢ ¢/ g liefert, dag die Hypotenuse ¢ ¢/ = d « w
eine Kathete ¢d={da, also dep Winkel ¢e! g — 60° enthiilt. -
Alle zur Enveloppe normalen Radien R R haben (1(:rr11130]" gigL
den Kreis ¢ eine Neigung von g0° und umhiillen daher einen l‘rcpﬁ'
vom sphirischen Radiyg — 30°, und djeser ist die sphiirische Evolute von kl(:
U die Punkte von 2 gyf gy, Cyelide zu ubertragen, Heer
man, dass dieselben guf den entsprechende Kreisen K einen \\'inkel“_e_
stand = 60° voy qep einen Schnitte ;¢ U, dem Bilde der Syl““'eml]
ebene, haben, unq dass dieser Winkelabstang bei der Uebertragung (/.r]mltt)'r
bleibt. Die der Enveloppe # entsprechende barabolische Curve wird dath:e
dadureh erhalten, dqags man jeden dep durch p gehenden Kriimmmlg-"kr?l‘j)
in 6 Theile theilt, und gje ersten Theilpunkte von P aus durch eine Linie
verbindet, Daraus folgt, dass sie auch vop
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Kreises 4 steht,



