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XIX.
Die vier Arten der Raumcurven dritter Ordnung.

Von stud. math. E. Lhange.

er Ordnung vier wesent-

Jine Ebene kann gegen eine Raumcurve dritt
kann dieselbe:

lich von einander verschiedene Lagen annehmen; sie
1) nur in einem reellen Punkt schneiden,
9) in drei reellen Punkten schneiden,
3) in einem Punkt beriihren und in cinem Punkt schneiden,
4) in einem Punkt osculiren.
I ferne Ebene cine der genannten vier Lagen

Je nachdem nun die unendlic
er besitzt, bezeichnet man die

einer Raumeurve dritter Ordnung gegeniib
letztere beziiglich als:

1) cubische Ellipse,

92) cubische Hyperbel,

3) cubisch-hyperbolische Parabel,

4) cubische Parabel.

Wie sich diese Namen rechtfertigen, wird sich sofort ergeben, wenn die
Cylinder bestimmt werden, die sieh durch die Curven legen lassen.

Eine Raumenrve dritter Ordnung kann bekanntlich nie den voll-
stindigen Schnitt zweier Flichen bilden. Man kann sie aber erzeugen
als Schnitt zweier geradliniger Flichen zweiter Ordnung, die ausseérdem
eine Erzengende gemein haben. Handelt es sich um wirkliche Darstellung
dieser Curven, so wird man wegen der leichteren Construction lieber Kegel,

resp. Cylinder als einschalige
- .
Gesammtheit der Verbindungslinien eines

Hyperboloide benutzen. Der Satz, dass die
Punktes einer solchen Curve




i mit allen iibrigen einen Kegel zweiter Ordnung bildet, zeigt, dass man ver-
i mittelst Durchdringung zweier passender Kegel in der That alle in Betracht
kommenden Curven erzeugen kann,

Die modellirten Curven sind auf
¢ Cylinder aufgezeichnet, und es miissen

daher zur Erklirung der Modelle

{ zunichst die Cylinder hestimmt werden, welche sich dureh die einzelnen
] Curven legen lassen.
il 1) Verbindet man den ecinzigen Punkt, den die cubische Ellipse mit

der unendlich fernen Ebene gemein hat,
Curve, so erhalt man statt des Kegels
und zwar nothwendig einen elliptischen Cylinder, weil sich unter allen
diesen Verbindungslinien nicht eine einzige unendlich ferne GGerade be-
findet. Durch jede cubische Ellipse lisst sich also ein einziger elliptischer
Cylinder legen, und die Durchdringung eines
eines Kegels, der mit dem ersteren eine
eine cubische Ellipse ergeben. So

mit allen iibrigen Punkten der
einen Cylinder zweiter Ordnung,

elliptischen Cylinders und
Gerade gemein hat, wird stots
ist auch die vorliegende Curve erzeugt.
2) Die Verbindungslinien eines der drei unendlich fernen Punkte einer
cubischen Hyperbel mit allen librigen erfiillen offenbar cinen hyperbolischen
Cylinder, da sich unter diesen Verbindungslinien zwej unendlich ferne
Gerade befinden. Durch jede cubische Hyperbel lassen sich also drei
hyperbolische Cylinder legen, von denen Je zwei eine unendlich ferne Gerade
gemein haben. Man kann zwei solelhe Cylinder,
bolischen Cylinder und einen Kegel, der mit jenem eine Gerade gemein
und iibrigens allgemeine Lage hat, zur Erzeugung wiihlen,

3) Verbindet man denjenigen Punkt, in welchem dje mlhisah-h.\'lwr
bolische Parabel die unendlich ferne Ebene beriihrt, mit
Punkten, so erhilt man einen hy

aber auch einen hyper-

allen iibrigen
perbolischen Cylinder, denn derselbe lat
als unendiich ferne Erzeugende die Verbindungslinie jenes unendlicl, fernen
Beriihrungspunktes mit seinem ebenfalls unendlich fernen Nachbarpunkte
und aunsserdem die Verbindungslinie des Berithrungspunktes und des Schnitt-
punktes der Curve und der unendlich fernen Ebene.  Verbindet man da-
gegen diesen letzteren Schnittpunkt mit allen iibrigen Curvenpunkten, so
erhiilt man einen parabolischen Cylinder, denn derselbe enthiilt die beiden
benachbarten Verbindungslinien des Schnittpunktes mit dem unendlich
fernen Beriihrungspunkte. Man kann also die cubisch-hyperbolische Parabel
erzeugen als Schnitt eines parabolischen und eines hyperbolischen Cylinders,
welche eine unendlich ferne Gerade gemein haben. Man kann die Curve
auch darstellen als Schuitt eines Kegels und eines parabolischen Cylinders,
die eine Gerade gemein haben, oder auch als Schuitt eines Kegels und
eines hyperbolischen Cylinders, die ecine Gerade gemein haben und so
gegen einander liegen, dass die dureh die Kegelspitze und eine unendlich
ferne Erzeugende des Cylinders gelegte Ebene den Kegel beriihrt, Die
vorliegende Curve ist als Schnitt eines Kegels und eines parabolischen
Cylinders modellirt,




4) Verhindet man den einen der drei aufeinander folgenden Punkte,
| mit der unendlich fernen Ebene gemein hat,
also auch mit seinen beiden unendlich
offenbar den einzigen Cylinder,

welche eine cubische Parabe
mit allen iibrigen Curvenpunkten,

fernen Nachbarpunkten, so erhilt man
welcher sich durch die Curve legen liisst, und zwar cinen parabolischen

Cylinder. Die Curve wird erzeugt als Schuitt eines solchen Cylinders
sende gemein haben und ausserdem

und eines Kegels, welche eine Erzeug
ss die durch die Kegelspitze und die unendlich

Ebene den Kegel berithrt.

henen Weise mit Hiilfe darstellender
Geometrie construirt.  Man findet oft Raumcurven dritter Ordnung ge-
zeichnet, deren hochster und tiefster endlicher Punkt in Beziehung auf
den horizontalen Grundriss des Cylinders wenig hervortreten, so dass dic
Curve fast einfach schraubenformig in die Hohe steigt. Die vorliegenden
Curven sind so construirt, dass sie auf den ('ylinder
s und nicht zu rasch :1.'\'_\'mpt0ﬁscl| verlaufen, weil sicher
er interessante ist, in welechem sie an der

80 zu einander liegen, da
ferne Cylindererzeugende gelegte
Die Curven sind in der angege

1 sich moglichst viel

heben und senke
der Theil der Curve der wenig

Asymptote hinliuft.
der Uebersichtlichkeit wegen auf den

Ausserdem ist den Curven
Cylindern eine méglichst symmetrische Lage gegeben worden. — Beides
Anwendung des Continuititsprineips er-

wurde durch eine zweckmiissige
reicht. Man construirte statt der eigentlichen Curve dritter Ordnung zu-

niichst eine solche, welehe in eine gerade Linie und einen schief gestellten
ehenen Schnitt des Cylinders zerfallen war. Dieselbe wird aus dem Cylinder
nicht mehr durch cinen cigentlichen Kegel zweiter Ordnung, sondern, auf
mannigfache Weise, durch ein Ebenenpaar ausgeschnitten, das noch eine
fremde Erzeugende mit dem (‘ylinder gemein hat. Das so gewonnene Ebenen-
te man nunmehr in cinen sehr wenig von ihm verschiedenen
Kegel, indem man niimlich das Paar gerader Linien, in welchem dasselbe
die Grundfliche des Cylinders durchdringt, durch geringe Modificationen
in eine llv)‘vrbvl iibergehen liess und iibrigens die Kegelspitze zweckmisig
withlte. i\,(;u] erhielt alsdann als Sehnitt des Cylinders und des s0 ge-
Curve dritter Ordnung, die sich an die urspriinglich
sammtverlaufe nach enge anschloss.

paar verwandel

wonnenen Kegels eine

angenommene zerfallenc Curve ihrem Ge
Leicht und instruetiv ist es, sich an den vorliegenden Modellen

in einander vorzustellen. Man denke sich
zuniichst den elliptischen Cylinder dadurch zum parabolischen werdend,

dass die Scheitelerzengende des elliptischen (Cylinders, welche der Curven-
rliegt, sich immer mehr entfernt und schliess-

ferne Ebene zu liegen kommt. Das Curvenstiick,
ylinder in der Niihe des mit der Asymptote
reits Aehnlichkeit mit dem modellirten
| und man kann sich denken, wie

den Uebergang der Curven

asymptote diametral g‘vg(-nﬁbv
lich in die unendlich
welehes auf dem elliptischen C
versehenen Scheitels liegt,
Theil der cul)isch-hyperbulischcn P

hat be
arabe




bei dieser Deformation des elliptischen Cylinders, die durch Collineation
geschehen kann, die cubische Ellipse in die cubisch- -hyperbolische P
iibergeht. Denkt man sich dann die Umwandlung noch and
riickt die ins Unendliche gefallene Scheitelerzengende auf der anderen
Seite wieder herein, und der parabolische C ylinder wird zum hyperbolischen.
Das modellirte Stu('l\ der cubisch-hyperbolischen Parabel wird dabei zu
cinem (ihm am Modell bereits ihnlichen) Theil der cubischen Hyperbel,
welcher auf demjenigen Ast des hyperbolischen Cylinders verliuft,
Asymptote als Scheitelerzeugende besitzt.

Ein dhnlicher Uebergang fiihrt von der cubischen Ellipse zur eubischen
Hyberbel durch die cubische Parabel hindurch.
Scheitelerzeugende des elliptischen Cylinders, wel

bischen Ellipse ist, durch geeignete Collineation zuniichst unendlich weit
und dann durch das Unendliche durehriicken zu |

arabel
auernd,

der die
Man hat nur diejenige
che Asymptote der cu-

assen.

Im Mai 1880.




