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111\‘:}11;\:(1]1 m »*'u]\h'?lﬂu*f‘ ]RH'T die X:111|1,'-
. \-1“1.{{_11]'.111}\11?\;_5 in Frankfurt a ?\].)hul-
Dr {](1, | en -.ml .-‘\111'{';'1{11;; des Herrn 1 m?.
: -UsSCh die Mitolieder der mathemati-
M'.l.}(ln Section das Krsuchen an mich, ich
]“L.'t,m“ von den 27 Geraden emner Fliiche
dritter Ordnung ein Modell anfertigen. Hier-
‘1”“—'1! veranlasst und in der Erwigung, dass
1,1:15 [nteresse der Mathematiker },"i_‘;_,,"l']-].\'\'iil,'ll'-"l"__"'
111 hohem Grade auf diese Fliche cerichtet
18T, dass sie inshesondere auch den Stoft zu
einer vor nicht langer Zeit gestellten Preis-
aufgabe der Berliner Akademie der Wissen-
'\'.‘"}mlh'll bildete, habe ich gerne die frag-
liche Arbeit iibernommen. Tm Winter 1867/68
construirte ich die 27 (teraden und dann auch
die Kegelschnitte, welche Jurch eine jener
Geraden auf der Fliche gelegt, als Erzeugende
derselben betrachtet werden kinnen. is war
*rleﬂ'wi die grosstmoglichste Genauigkeit der
Zeichnung nothwendig, da jede (erade 1U
andere sehneiden und da 16 l)111‘(‘]1.\13-1111“’1sf-
punkte von Geraden mit der Ebene cines je-
ner Kegelschnitte aquf emer <olchen Kurve
liccen mussten, — Forderungel, deren Ge-
wicht Jeder, der sich mit ;:mnnvi-risc"hvn (on-
structionen abgegeben hat, zU witrdigen wis-
sen wird. Nachdem die orforderliche Ge-
nanigkeit erreicht war, fertiate ich gwei Mo
delle der Fliche dureh '/ms:lmlm‘llﬁ'l.‘%“'“ \-"_"n
Cartonplatten, welehe nach jenen 'l{l_'g,;'v]:svln]‘lt-
ten und der in 1hrer Ehene enthaltenen (xe-
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raden ausgeschnitten waren, wobei die Theile
des Cartons, welche bei dem einen Modelle
weggenommen wurden und die leeren Riume
{ibrig liessen, die vollen Riiume des anderen
Modelles bildeten. Begrenzt wurde das Modell
durch die Flichen eines Wiirfels von 0,46
Meter Seite, und die Geraden wurden durch
gespannte Seidefiiden von dreierlei  Farbe,
Je nachdem die Geraden nach Schlifli’s Weise
mit «, b oder ¢ bezeichnet waren, dargestellt.
Da aber verschiedene Anfragen nach einem
solchen Modelle an mich gerichtet wurden,
so liess ich dasselbe in Gyps formen, worauf
dic Geraden ecingeritzt und mit Farben be-
zeichnet, die als Erzeugende zu betrachtenden
Kegelschnitte nur eingeritzt wurden®). Von
diesem Modelle liess ich zwei stercoskopische
Photographien anfertigen, welche ich der ma-
thematischen Lesewelt in der Erwartung, dass
siec fiir dieselbe von einigem Interesse sein
diirften, nebst der Darstellung der Con-
struction des Modelles in Folgendem vorlege.

Construction des Modelles.

1. Bestimmende Eigenschaften der 27 |
Geraden. Die Construction der 27 Geraden
stitzt sich auf die Eigenschaften der von
Schlifli eingefiihrten ,,Doppelsechs*. Bezeich-
net man mit ithm die 27 Geraden durch

¥) Derartige Gypsabgiisse des Modelles auf
einer polirten Grundplatte, deren Preis 50 fl
betréigt, bin ich bereit zu iibermitteln.
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Uy yy ay, a, s, dg,
b,, b,, by, b-i’ by, b,
“20 G35 4y €45, €4,
€231 Cayy Co5y Cagy Cyy,
Cary Cagcy €
35 36 (.15} 041,'1 C'(;:
SO 1 s 3 4 ’
Ol?ll)lec}cn ﬁle 6 @ und die 6 b zusammen eine
2 'S.GC S, Wenn man sie so auswiihlt, dass
. a 61(:!1 untereinander nicht schneiden und
®nso nicht die b, dass dagece jede « j
bt | , d agegen jede « jede
B ausser derjenigen mit gleicher Kenn-
- er und umgekehrt, so also. dass s B
o o g : 80, dass z. B. b,
eads (i’ Ay @y, ay, a; und keine andere Ge-
e ec; ]i)_(?!)pq]sechs trifft. Jede ¢ schneidet
oy gen ( lejenigen a und b, welche die bei ¢
i Eanden Kennziffern besitzen; z. B. trifft
62.1 “f-.ff':;-.») die gy dgy by, by; und da a,,
» SOW1e ay, b, sich schneiden, so ist Cyy der
Hrchsc.hnitt der Ebenen @, b, und ag b,.
¢ 2. Die Construction der 27 Geraden wurde
; ;ml Dach G. Salmon (Analytic Geometry of
ree dimensions. 1862. p- 390.) ausgefiihrt.
illnunl; man eine Gerade der Doppelsechs,
bm Modelle a,, willkiirlich an, und b,, b, b,,
& bﬁu derart, dass sie a, schneiden, so ist
610 Fliche 3. Ordnung bestimmt, welche diese
: Geraden enthalten soll. Dann legt man
dlne solche Fliche durch 4 Punkte der @, und
urch je 3 Punkte der fiinf b, so ist sie durch
1688_19 Punkte ganz bestimmt und enthiilt
EOII Jeder der Geraden 4 Punkte, also die
a‘lera;(.ien ganz., Jede andere @ construire man
; 8 digjenige (Gerade, welche 4 der gegebenen
Schneidet. 4 sich nicht schneidende Ge-
:a'dell werden bekanntlich von 2 Geraden ge-
roffen, deren (onstruction nachher angege-
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ben werden soll.  Von den beiden Geraden,
welche jenen vier d begegnen, ist @, schon
gegeben, so dass jede andere a sich eindeutig
ergibt. So findet man z. B. a, als die Gerade,
welche neben a; die b, b, 7)‘5, b, schneidet.
Darauf construire man 0, als die Grerade,
welche vier und dann auch die fiinfte der
Geraden a,, a,, a,, a;, a; trifft. Aus der Doppel-
sechs erhiilt man dann die ¢ in der vorhin
angegebenen Weise, z. B. ¢,y als Durchschnitt
der Ebenen «, 0, und ay b,.

3. Die Aufgabe ,,eine Gerade zu legen
welche vier sich nicht schneidende Geraden
ty by ¢, d trifft ist unter Andern von Steinel
(systematische Entwicklung S. 243) gelist woI”
den. Ich will hier eine Liésung angeben, aB
welche sich dicjenige Lésung der folgendenAut-
agabe, die ich bei der Construction der 27 Gerg-
den anwandte, als besonderer Fall anschliesst:

Man denke sich durch 3 der gegebenen
4 Geraden, etwa durch a, b, ¢ ein einfaches
Hyperboloid gelegt, schneide dasselbe durch
die 4. Gerade d in den Punkten M und N,
so sind die beiden Erzeugenden m und 7
des Hyperboloids, welche durch M und
gehen, Geraden, welche die 3 Leitgeraden &
b, ¢ des Hyperboloids und die 4. Gerade
schneiden, oder es sind die beiden Auflosun”
gen der Aufgabe. Zur Ausfithrung in def
Zeichnung lege durch die Gerade d eine Hilf
ehene, welehe das Hyperboloid in einem K¢
gelschnitte treffen wird. Von demselben kon-
nen zuerst diec 3 Punkte angegeben werden
n welchen die Hilfsebenen die Leitgerade®
a, b, ¢ des Hyperboloids schneidet, und zW¢
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Weitere ergeben sich als Durchschnitte mit zwel
Zeugenden des Hyperboloids, also zwelen
raden, welche a, '1), ¢ treffen. Die beiden
Wrchschnittspunkte der Geraden d und des

Wt ¢ in derselben Hilfsebene befindlichen,

Jetzt durch 5 Punkte gegebenen Kegelschnitts,

Welehe in bekannter Weise construirt werden,

Sind dje Punkte M und N. Bei der Con-

Struction der 27 Geraden tritt der beson-
ere Fall der eben gelosten Aufgabe em,
488 eine der beiden Geraden m und #, welche
¢ 4 Geraden a, b, ¢, d treffen, schon ge-

geben ist. Sei dies m, so ergeben sich in der

durch g gelegten Hilfsebene sogleich als 4

Punkte ihres Durchschnittes mit dem Hyper-

boloide «, b, ¢ die Schnittpunkte der Hilfs-

ehene mit a, b, ¢, m; einen 5. Punkt sucht
man wie vorher durch cine neue Erzeugende.

8 mun d die m schneidet, oder durch M
geht, 80 ist nur die Aufgabe zu ldsen den

zweiten Durchnittspunkt N eines d.urcl_l 9]

Punkte gegebenen Kegelschnittes mit einer

durch ¢inen dieser Punkte, 3, gehenden Gera-

dendzu finden, was leicht vermittelst des Pas-
cal'schen Sechsecks ausgefiihrt werden kann.
4, Construction der Erzengenden der

Fliche. Als Erzeugende wihlte ich, wie

schon erwiihnt, Kegelschnitte. Da niimlich

jede Ebene die Fliche dritter Ordnung It

Linien dritter Qrdnung schneidet, s0 zerfillt

letztere, wenn die Ebene durch eine Grerade

der Fliche geht, in diese (terade und emen

Kegelschnitt. Tch legte daher durch eine der

27 Geraden (q,) Ebenen und betrachtete die

in denselben befindlichen Kegelschnitte der
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Fliiche als Erzéugende derselben. Die 26 nicht
in einer solchen Ebene befindlichen; Geraden
schneiden dieselbe in 26 Punkten, wowvon
10 auf der in der Ebene befindlichen Geraden
a, liegen, da jede Gerade von 10 andexen
getroffen wird. Die iibrigen 106 Punkte ‘ge-
héren aber dem erzeugenden Kegelschnitte
an, welcher durch dieselben tiberschtissig be-
stimmt ist. Bei der Ausfithrung der Zeich-
nung wurden unter diesen 16 Punkten die
5 'zur. Construction dienenden immer mdg-
lichst weit auseinander liegend und unter de-
nen gewiihlt, welche sich nicht durch einen
schiefen Schnitt und deswegen weniger sicher
ergeben hatten. Ich legte 16 solche Erzeugende
im gleichen Winkelabstiinden ihrer Ebenen.

B. Die Begrenzung des Modelles stellte
ich durch die Fliichen eines Wiirfels her, den
ich so withlte, dass alle 27 Geraden durch .den-
selben durchgehen und dass man den Verlauf
der Fliche ausserbalb desselben gegen das
Unendliche deutlich erkennen kann. = Die
Durchschnitte der Witrfelflichen mit dex Fliiche.
3. Ordnung sind Kurven 3. Ordnung, welché

' durch die Durchschnittspunkte der 27 Geva-
~den und der 16 erzeugenden Keguhchhltte

mitden Wiifelfliichen gezogen werden konnten:
i Ausser den 27 Geraden, den 16 Exzeu-
genden und den Schmtth.men der Fliche mb
den Wiirfelfliichen sind moch die Kurven 3.

Ordnung eingezeichnet, in welchen die Fliiche
von dreien mit der Grundfliiche des’ Wiirfels
parallelen und in gleichen Abstiinden gﬂh’ﬂ :

~ ten Zwmehenebenen geschmﬂran wird. i}

tols 6 ot ) oA
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